EXTREMOS DE CONJUNTOS ACOTADOS
DE NUMEROS REALES. COMPLETITUD
DEL CUERPO DE LOS NUMEROS REALES

por
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Teorema 1. Toda sucesion de Cauchy de numeros reales es con-
vergente.

Aunque en el enunciado hemos dicho «uerpo», deberiamos haber
indicado «cuerpo ordenado», ya que la nocién de valor absoluto esta li-
gada al orden que existe en R. y respecto de esta nocion se definen las
sucesiones de Cauchy.

Hemos definido el numero real como una clase de sucesiones de
Cauchy de nimeros racionales. A continuaciéon se vio que existe una
biyeccién entre el conjunto de nimeros reales y el conjunto de puntos
de la recta geométrica (o sea intuitiva). Para la demostracién sélo ne-
cesitabamos dos postulados que traducen ideas basadas en la intuicién
de la recta.

El primero (postulado de Arquimedes) nos viene a decir a «grosso modo»
que cualquier segmento de recta, por grande que sea, puede medirse
por defecto y por exceso con cualquier unidad por pequefa que sea,
con error menor que la unidad tomada.

El segundo (postulado de Dedekind) nos indica que la recta es un
ente continuo, es decir, que no tiene poros o agujeros. Esta continuidad
no se produce en el mundo fisico, pues ni los fluidos ni los s6lidos son
continuos. .

Como hemos indicado, el conjunto de numeros reales tiene estruc-
tura del cuerpo ordenado, lo cual nos permute definir la aplicacién valor
absoluto, del mismo modo que se hace en los nimeros racionales.
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En este momento definimos:
(an) sucesién de Cauchy de ndimeros reales <>
<> Ve>0 Ans/)lap—ag] <cecparap,q > n,

donde £ es un nimero real arbitrario.

Se demostraria a continuacién que toda sucesion de Cauchy de
numerocs reales tiene sus términos acotados. (No hacemos la demostra-
cién, pues es exactamente igual que para el caso de los numeros ra-
cionales).

{(an) suc. de Cauchy de nums. reales = I K eR

tal que
— K <an <K

para
YnelN

DEMOSTRACION DEL TEOREMA

Como consecuencia del teorema de Bolzano-Weierstrass, el conjunto
formado por los infinitos términos de la sucesion, tiene un punto de acu-
mulacién por lo menos. Sea este punto a.

Vamos a demostrar que ¢ es el tinico punto de acumulacidn. Si exis-
tiese otro punto de acumulacién a¢’, podriamos determinar dos entornos
de centros a y a’, respectivamente, y disjuntos.
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En cada uno de estos entornos habra infinitos términos de la suce-
sion, tales que

any €la —¢, a + ¢)
dns (@’ — ¢, a’ -+ €)

con subindices n, y n, mayores que cualquier namero prefijado. Por
lo tanto,

Qny — Qny > a' —a—2¢

contra la hipétesis de que (an) es sucesién de Cauchy.
Con esto hemos demostrado que no puede existir m4as punto de

acumulaciéon que el a.
Veamos que

a = lim an.
n-—»oo
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Basta con demostrar que, fuera de cualquier entorno (@ — ¢, a + ),

hay solamente un numero fimto de términos.
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Es inmediato que si hubiese infinitos términos en
(a +e, K)oen(— K, a + =)

tendriamos mdas puntos de acumulacién que va conira lo demostrado.
Entonces toda sucesion de Cauchy de nimeros reales tiene limite
y por lo tanto R es complelo.

Obsérvese que para demostrar la completitud de R sé6lo hemos hecho
uso del teorema de Bolzano-Weierstrass, para cuya demostracion so6lo
se requiere el postulado de Dedekind.

Teorema 2. Todo conjunto de ntmeros reales acotado superior-
mente tiene extremo superior.

Todo conjunto de nimeros reales acotado inferiormente tiene ex-
tremo inferior.

Vamos a demostrar solamente el primer enunciado, puesio que la
demostracién del segundo es semejante.

Sea el conjunto de numeros reales A, acotado superiormente por K,
es decir, tal que ¢ < K para Vv = € A,

Vamos a realizar una particién del conjunto R de los nimeros reaies
en dos clases, que vamos a llamar R, y R,.

R, = { conjunto de los numeros reales, que son superados por algin
numero real de A }

R; = { conjunto de los nimeros reales que no son superados por ningun
ntmero real de A }

Esta claro que
RUR,=RARNR, =0

luego forman R, y R, una particion de R.

Las clases R, y R, son distintas del vacio, pues K e R,, ysia, b € A,
a#xbseraa <bobienbd < ay delos dos { a, b} el menor perienece
a R, por ser superado por el otro que pertenece a A. También se puede
simplemente decir que cualquier ndmero menor que uno de A perte-
nece a R,;.
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Consideremos entonces elementos cualesquiera o, € R, y B, € R,.
Formemos el numero real
%y 4+ B,
2

este nimero real pertenece a R, o bien a R,. Si perlenece a R, le llama-
remos «,, si pertenece a R, le llamaremos B,, o sea:

% + By oy + B
eR; = o= —v—r—r B = f;
2 2
“1+B1 “1+Bl
9 eRy, = 0 =, B = -——‘~—’*2

Repetimos el proceso indefinidamente y resultara

{o, B2 {ay B} ..., S{oanPn}? ....
tal que
fr— oy
Bg — oty = H
2
By oy By— o,
Ba_"“s“‘ 2 78’1-—0"!:
22 2n—1
0 seda

lim (ﬁn o Otn) = 0
n-+w

luego forman una sucesién de segmentos encajados. Por el postulado
de Dedekind su intersecciéon determina un punto tnico p. Este punto p
es tal, que en cualquier entorno suyo hay puntos de la sucesién (an)
y de la sucesiéon (8n).

1. Ningiun a € A puede ser mayor que p, pues si existiera un a € A
tal que ¢ > p, considerando el entorno de centro p y de radio ¢ (menor
que a — p), llegariamos al absurdo de que existen elementos de (B)
dentro del entorno y seran por tanto superados por a, contra la hipo-
tesis de que ningun Bn es superado por ningun elemento de A. Recuér-
dese que {Bn) C R,.

€<a-p
3
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2. En todo entorno de p existen puntos de A, pues en todo entorno
de p existen puntos de («n) y los «n son superados por algtn elemento
de A, ya que (o) © R,
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3. El punto p € R,. Puesto que R, y R, forman una particion de R
se verifica p € B, o hien p € R,. Pero segtn hemos visto p ¢ R, pues no
puede ser superado por ningtn punto de A (segun 1), luego p € R,.

4. p es el menor de los puntos de R,, pues si existiera p’ € R,, tal
que p’ < p podriamos tomar un entorno de centro p y radioe < p — p’,
y llegariamos al absurdo de que en este entorno existen puntos de A
(por 2) y por tanto mayores que p’ e R,.

Luego p es el exiremo superior c.q.d.
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El punto p = ext(A) es punto de acumulacién de A si p ¢ A.

Si p € A puede ser o no ser punto de acumulacion.
Otra forma de estudiar la completitud de R.

Vamos a escribir proposiciones relativas a conjuntos de numeros
reales bastantie elementales y su aplicacidén al caso de sucesiones.

1. Todo conjunto de infinitos numeros reales acotado A tiene un
conjunto derivado A’ no vacio

A = { conjunto de infinitos nimeros reales, acotado }
A’ = { puntos de acumulacién de A } £ ¢

Es consecuencia del teorema de Bolzano.

2. El conjunto derivado A’ es cerrado, pues (A’)’ C A’ eomo es f4cil
demostrar.

3. A acotado => A’ acotado. La implicacién en sentido contrario
no se verifica.

4. A’ acotado == 3 sup (A’) y 3 inf (A’). Es consecuencia del
teorema 2.

sup(A’) = ext(A’)
inf(A") = ext(A’)

5. Sup(A) o es punto aislado de A o es punto de acumulacion de A
en este ultimo caso puede no pertenecer a A).
6. inf(A) resultado andlogo al anterior.
7. Si A es cerrado, sus puntos de acumulacién le pertenecen. Es
decir,
A=A &> A'CA
Luego si A es cerrado y existen sup(A) e inf(A), resultard que

sup(A) € A ainf(A) e A
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8. A’ cerrado y acotado => existen elementos supremo e infimo
vy pertenecen a A’'.
Son el maximo y minimo de A’.
Aplicando las proposiciones anteriores al caso de sucesiones resulfard:
— Toda sucesién de ntimeros reales acotada tiene puntos de acumulacion.
— El maximo de sus puntos de acumulacién (que segin 8 existe) se
define como el limite superior.
— El minimo de sus puntos de acumulacién se define como el limile
inferior.
~— Toda sucesion de Cauchy es acotada; luego toda sucesién de Cauchy
tiene limite superior y limite inferior. En este caso, ambos limites
coinciden, pues como vimos en la demostracién del teorema 1, una
sucesion de Cauchy no puede tener mas de un punto de acumulacién,
-— Este punto de acumulacidén tnico es el limile, luego hemos demostrado
que R es completo.





