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SOBRE LA APLICACION DEL TEOREMA DE
PICARD A UNA ECUACION DIFERENCIAL DE
ORDEN n

por

ManNueL IGLesias CEREZAL

ENUNCIADO DEL TEOREMA DE PICARD PARA UNA ECUACION DIFERENCIAL
VECTORIAL DE PRIMER ORDEN

Consideremos la ecuacién diferencial vectorial de primer orden:
¥y = Fz,7) (1]

donde F es una funci6n definida en un cierto dominio D € Re+1, Supon-
gamos que sobre el espacio vectorial real n-dimensional Rr, se ha defi-
nido una cierta norma que notaremos por || ||, ¥ que si el punto

(%0, 7o) pertenece a D, el hiperrectangulo
Rilz—a| <a,|ly—ull <b

estd contenido en D,
Formulemos las siguientes hipétesis:

a) TF(z, y) es continua sobre R.
b) De a) se deduce que F es acotada sobre R. Sea, por tanto,
| Flz,7) | <M(M > 0),(z,7) R
¢) T(z, y) es Lipschitciana en R. Esto es para toda terna (z, y*, 7**),
tal que (z, ¥*), (z, y**) € R existe una constante K > 0, tal que:
| o, 3*) — Flo, y*) Il <Ky —3"" |l

Trorema 1 (Picard). Dada la Ecuacién Diferencial [1], si F ve-
rifica las hipétesis a), b) vy ¢) existe una funcién vectorial o{x), vy sblo
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una definida sobre el intervalo I = [z, — P, 2, + ], tal que 9(@,) = Yo,
siendo

b 1
r <min(a,—~,———) (*).
M K

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN N

Consideremos ahora la Ecuacion diferencial de orden n en la forma
normal

y(n) = f(‘T: Y, y’ 2 y” [ ECICCEP) y(n—l)) [E]

donde f es una funciéon continua definida en un cierto dominio D C Rn+1,

Definicion 1. Decimos que la funcion ¢(z) es una soluciéon de [E]
sobre un cierto intervalo I, si ¢(z) cumple las siguientes condiciones:

i) o¢(z) es continua sobre 1 y posee n derivadas continuas sobre 1.
i) (z,9(x), 0 (x),...,en—1{z)) e D(Va el
iii) oln)(z) = flz, o(@), ¢ (z) , ..., o= () (V¥ z € I).
Sea
(o) E1, Eay « o+ 5 En) = (%5, E) € D, con z, € L.

La solucién ¢(x) decimos que es una solucién particular que pasa

por el punto (z,, &) € D, si se verifica la condicion

<P(-’Do) = &1, ‘P'(wo) = ‘32’ 0000 s (P("_l) (wo) = En

Definicién 2. A (z,, &) € D se lel llama «una condici6n inicials. Un
«problema con valores iniciales» para la Ecuacion (E), consiste en deter-
minar una solucién de (E) sobre un cierto intervalo I, que verifique:

gl = f(z, 9,9, 5", ...., gin—1)

yx,) = &
y'(x,) = &g
Ceeeenn [2]

s s e 00

y(r=2 (zo) = En

*

Puede verse, por ejemplo, EixarR HivLe: Lectures on Ordinary
Differential Equations. Addison-Wesley.
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ReEDUCCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE ORDEN 77, A UN SISTEMA
DE PRIMER ORDEN

Dada la Ecuaciéon diferencial [E] hagamos

WYy, g1 = (U1 Yss - - - 5 Yn) (33
Por derivacién de los dos miembros de [3] se obtiene:
oo ¥n) =Yoo, [(& Y Yoy - - » Yn) (4]
y llamando

.17 = (!]'1, cercy y'n),_ﬁ(x-g) = (Fl(m:g)r AR ] Ffl(m:?i) ) = (yﬁ: LR f(.‘l'}, y))
[4] puede escribirse brevemente:

y = Flz.y) (8]

Tratemos ahora de demostrar que la Ecuaciéon [E] y el sistema [S]

son equivalentes y que la funcién f transmite a la funcién vectorial
F algunas de sus propiedades: continuidad, cardcter lipschitciano, ete.

TeorEMA 2. Si ¢(z) es una soluciéon de [E] sobre un intervalo I, la
funcién vectorial ®(z) = (o(z), ¢'(®), ... , ¢(r—1 (z)) es una solucién
de [S] sobre el intervalo I.

La demostracion es evidente, teniendo en cuenta la definicion 1 y las
igualdades [3] y [4].

Teorema 3. Sila funcién vectorial ®(z) = (@1(), @a(T), + + . . « » @n(E))
es una solucién del sistema [S] sobre un intervalo I, la primera compo-
nente ¢,(z) es una solucion de [E] sobre I.

En efecto, por ser ®(z) una solucién de [S] sobre I se tendra, teniendo
en cuenta [4]:

@’1() @s()
@’5() 2s(2)
A b o zel
@'n—{2) on(®)
cPln(m) f(wi cpl(a;), CPz(m)’ e ey C'Pn(m))
vy por tanto:
971 (X)) = 9, (%)
9"1(2) = @"x(Z) = 9.(2)
PN (z) = @pn—A(2) = ..... = ¢'n—y(T) = on(2)
ou)(z) = @n—N(z) = .... = ¢'n(x) = f(&, ¢a(Z), @s(%), ..., @n(x))

de donde se deduce que:

e (Z) = flz, ¢u(Z), @1 () , .. .., puln—(z) ) [z 1)
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NorMAs SOBRE Rn

Recordemos la definicion de norma:

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K (que puede ser real o
complejo). Recibe el nombre de norma sobre V, toda aplicacion || | :
: 'V - R, que cumple las siguientes propiedades:

Nl SizeV]||Z|| >0.|jz] =0siysolosiz = 0.
N2 SikeK,zeV|ke| = k| |||
N3 Siz,geV,llz+gll <zl + Yl

Sobre el espacio vectorial Rn es posible definir varias normas. Las
mas usuales son:

_ . "
N Il = (Z | 2 |=)
1

ll'a3H1=le:l T = (@0 By s ..., 2n) € R [5]
1
17 lloo = sup | |

Es facilmente comprobable que se cumplen en los tres casos las
propiedades N1, N2 y N3 de la definicion.

Observacion

En todo lo que sigue sera utilizada, para el desarrollo de algunas
demostraciones, la norma || ||, definida en [5], a la cual, por no exis-
tir peligro de confusion, la seguiremos notando por || |

Teorema 4. Dada la ecuacién diferencial [E], si f es continua en el
hiperrectangulo

R:lz—2] <a,||lg—Uoll <b

la funcién F de [S] es continua en R.
Es consecuencia inmediata de la definicién de F, dada en [4].

Teorema §. Si la funcién f de [E] estd acotada en R, es decir, si

existe un N > 0 tal que | f(z,y)| < N V(z,y) € R, entonces la fun-
ci6n F de [S] est4 acotada en R,y una cotade F en R es

M=N4+b+ 7l



En efecto, para (z, y) € R se tiene que:

n

nﬁw.y‘)u=2 i@ D) | = s+ 1 Gal 4 ... +

1=]
+lyn | + 1 fl@eg) | <yl + N

pero teniendo en cuenta que

Hgll—lgell <UYT—T7ll <b,
se deduce que

Hgll <yl +b,(@7) eR
Y por tanto:

NFz, )l <N +b+ (17l

Definicién 3. Decimos que la funcion f(z, y) es lipschitciana en el
hiperrectangulo R, si para toda terna

@y, 7%
tal que
(z, %) y (2, 5**) € R,
existe una constante L. > 0 que verifiea:
VK, o) — Hz, 3" | < Ly —g** i

L recibe el nombre de constante de Lipsehitz de f(z, ) en R.

Teorema 6. 8Si f(z, y) admite las derivadas parciales
of
0 0

en R, v estan acotadas, la funcién f es lipschitciana respecto de y en R,
y una constante de Lipschitz de f en R es

of

— (@, Y}
8y¢

(i=1,2..,n)

~

L = sup

En efecto, tanto f como R estdn en las condiciones del Teorema del
valor medio. Aplicando éste se tiene:

n

_ _ of  _ o
fz, §%) — f(z, 7**) = Z e B @ <E ST

i=1
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de donde:

| Ha, 9 — flz, 5°*) | < Z

of
R Iyi".._
ayl

n
— gt < LZ lyp** —u** | =Ly —yg ||
=1

con las derivadas parciales tomadas en algun punto de R.

Teorema 7. Sila funcién f(z, y) es Lipschitciana respecto de 7 en R,
y L es una constante de Lipschitz. Entonces la funcion vectorial aso-

ciada F(z, y) es Lipschitciana respecto de 7 en R, pudiéndose tomar

K = L + 1 como una constante de Lipschitz de F en R.
En efecto, para

(z, ")y (2, y**) e R

se verifica:

n

| Fla, §°) — Fz, 7°) 1] = 2 | P, §*) — F(z, §**) | =

1=1
=y —y"" |+l —" 4+ ...yt —yn*t |+
+ 1 fe, y*) —fz ) | < 1y —y** || + L|lg* —
— gl =L+ DIy —7"

Teorema §. (Existencia y unicidad.)

Dada la ecuacion diferencial de orden n:

yin) = fl@, g, 9", ..., y—h) [E]
y el hiperrectangulo:
Rijz—a| <a,ly—yoll <b yo=(E; &, ..., En)
supongamos que f cumple las siguientes condiciones:
i) [ es continua en R.
i) [ fle, gy, ..., <N, V(z,y.y,...,yn"1) e R,

iii) f es Lipschitciana respecto de y = (y, y’, .., yin—Y) en R,
siendo L una constante de Lipschitz.



— T3 e

Entonces, existe una funcién y = o(z) y s6lo una, definida sobre el

intervalo
I = [2g—r,z, + r],

tal que:
?(xo) = El ’ CP’(wo) = Ez yeeean ’ (P(n"l) (-'L'o) = &ni
siendo
b 1
r <min(a,———,———-)
M K
donde

M=N+Dd+|ygll,y K=L+1

Demostracion.—Consideremos el sistema:
—.l}l el F(ﬁa :I-]—) [S]

asociado a [E] y construido como se indica en [4] y [5]. _

Por satisfacer f las condiciones i), i) y iii) se deduce que F verifica
las hipoétesis a, b) y ¢) del teorema 1 (segtin se ha demostrado en los
teoremas 4, b y 7).

Por tanto, tomando

M=N+b+ypllyK =1L +1

podemos asegurar que existe una funcién vectorial ¢(z), ¥ s6lo una, de-

finida sobre el intervalo I, y tal que o(z,) = ¥,.
Por el teorema 3 sabemos que la primera componente, o, (%), es la
solucién de [E] sobre el intervalo I, que verifica:

91(@o) = &
P1°(Zo) = @o(Ty) = &

..........

ITERANTES DE PICARD

Consideremos de nuevo la Ecuacion diferencial vectorial dada en [1]

y = Bz, y)

Y supongamos que F verifica las hipdotesis del teorema 1.
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Definimos, sobre el intervalo I, las iterantes de Picard para dicha
Ecuacién, mediante la siguiente ley recurrente:

79_0(27) = -jo _.l;o = (8§, &2,...,E&n)
- - T _ (6}
om(Z) = Yo + F(t, om—y (1)) dl

Si llamamos cp‘:: (z) a la componente j-ésima de la iterante i-ésima,
la ley recurrente [6] puede ser escrita en forma matricial como sigue:

_
"P: (%) €2
‘?: {z) &2
CPZ (x) &n
] _ . [7]
S . _
@i,,(fc) €, +/F1(i, P'm—1(d), @m—all) , ..., PPm(l) ) di
Ty
A
@, (@) L+ f Fill, @'mosll), 0%meall) , - - - @hmi(l) ) df
N
T
¢ (@) B+ / Fall, 9'm—illy @*mald) 5 -+ - - 9Rme(l)) dl
. = - ) To ]

Dada la Ecuacién diferencial [E] y construido el sistema [S] aso-
ciado a [E] como se indica en [3] y [4]; aplicando ]a ley recurrente [7]
podemos construir las ilerantes de Picard para [S]. que en este caso
particular adoptan una forma bastante sencilla.

En efecto, puesto que segin [4]:

F o= (Yo Y, evnr Yn (T Yy Yoy o+ o s YUn)
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las iterantes de Picard para [S] verifican la siguiente ley recurrente:

P0(@) = (1,8 ..., Eny, En)
T ] B T
7 (%) £, 4+ / @ m—y(B)dt
Zo
x
e’ (@) £, + / ©%m—y(1)di
o
x
o (@) En—y + / Om—y(H)alt
Zo
x
o (2) En +//(t, ?im—i(t), » Ptm—y(t) )di
— = S Ty

(8]

Teniendo en cuenta los teoremas [2] y [3], el primer elemento de
las matrices [8] constituye las aproximaciones para la solucion de la
ecuacion diferencial [E], que verifica las condiciones [2]. Por tanto,

dada la Ecuacién diferencial de orden n

gy = flz, g,y 4", ... . yln—1)

[E]

podemos —teniendo en cuenta [8]— escribir para el problema de va-
lores iniciales [2] la siguiente ley recurrente para las iterantes de Picard

de la Ecuacion diferencial [E].
ohfz) = &

z

o'm(z) = &, -}—fcpzm__l(t)dt.

Ly



