INTEGRACION

por

M.? Ferisa GArBAYO MORENO

I. EL ESPACIO VECTORIAL DE LAS FUNCIONES ESCALONADAS.

Comenzamos definiendo unas funciones reales de variable real,
especiales; son las siguientes:

f: R——R

= G,z efab)
2 ——> f(x)
= 0O,z ¢[a b)
siendo
[aa b) cR
y ¢ un namero real constante.
%
.
C ----- D

Fig. 1

A esta funcién la llamaremos Ciq, 5). Impondremos también que el
soporte de esta funcion, sop f = { z € R|f(z) % 0 }, sea un conjunto
acotado en la recta real. En el caso de la figura 1, sop f = [a, b].
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Designaremos por B = { Ciq, b) }[a, b)cr al conjunto de todas las

funciones del tipo arriba indicado, y soporte acotado, cuando [a, b) re-
corre todos los posibles segmentos de la recta real.

En B podemos definir una «adicion» asi:
(Cry o) + €', v) (4) = Crwy 2 () + C'w’s") (¥) » VY ER

Evidentemente esta funcién Cp, ;) + C’[z’, y’) no pertenece al con-
junto B (ver Fig. 2).

C+C__-_?.___’
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i

51 m
X o) x' =z y'

Ejercicios que se pueden proponer al alumno.—Definir las funciones
?’[—17 o) + 3[27 3) 1[07 3) + 4[2: 4 y dibujarlas (Fig‘ 3)’

=0, z<-—1
=2, —1 <.w<g
@po + Btma) (@) ={ =0, 0<z<
Ve ve -3, 2<z<3
=0, 3<¢z
=0, <0
=1, 0<oe<®
(1[073) + 4[27 4)) (113) = =53 2 <.’B<3
=4, 3 <z<4
=0, 4 <
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Fig. 3

Llamaremos £ al conjunto de todas las funciones que se pueden
obtener sumando un nimero finito de funciones de B.

&= {[:R——R|f= X /i, /icB,F = fnito
ieF
evidentemente sop f es acotado, V f & &.

En este conjunto £ se definen dos operaciones, una interna y otra
externa, asi:

(f+9) (@ =flz) +gx), vz eR
(A (@) =r-flz),VzeR
siendo
re R

Yy se comprueba facilmente que se verifican los ocho axiomas de un es-
pacio vectorial. Hemos construido, pues (£, 4+ , -), espacio vectorial
sobre R, que llamaremos espacio veclorial de las funciones escalonadas.

Ejercicio.—Dada la funcion

0, z € [—o0, —2)
é,ﬂcE%—%;)ﬂl)
y & iy
f@) =40 sez, b
2,ze[3,4)
0, zel3, 4+ )

hallar la funcién 3 - f (Fig. 4).
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Observar que:

fet E p € P{(q, 47), p una particion de [a, b]
€

sop [ c [a, 0]

p={a=2,<z;<...<2n=2>0} tal que
fl2) =C,Yzeziy,m],i=1...,n
Es decir, f es una funcion escalonada si y so6lo si f es constante en

cada [%i—, , xi), siendo { @ = z, < £, < ... < %n = b } una particion de
fa, b], donde [a, b] es un segmento cerrado que contiene a sop f.

II. DgerFINICION DE UN ELEMENTO DEL DUAL £*,

Consideremos el espacio dual de &, que designaremos por £*, y que
como ya sabemos viene definido por £* = Hom (§, R).

Vamos a definir una aplicacion

A:f— >R
n

f—— A(f) = Z(f&:) (G i) ) Gy < & <

i==1

siendo los a; los puntos de discontinuidad de la funcién escalonada f.



Ejemplo.—Dada la funcion

0 , ze[—w,—2)
2, ze[—2,0)
] 0 , ze[0,1)
@) =41 " 2en.s3
3 , ze[3,4)
0 , zel[4, + o)
Hallar A(f).
3
' =
2 ol
A 1
{ P
§ 1 i
~—:i ; I : " : ;~ “m.
-2 ¥, ~1 5 f 5 2 3 5 4
Fig. 7
Alf), = f(&1) (0 = (—2)) + f(Es) (1 —0) + F(Es) (8 —1) -+ f(Es) (4 —3) =
=2:24+0-1+1-24+31=44+2+3=29

Es un simple ejercicio de calculo comprobar que A es un homomor-
fismo, es decir:

Af+9)=A(f) + Alg) , Vf,gek
AP = 2 A(f) , Yfet,¥reR

Hemos construido, pues, un elemento A € £*. Este homomorfismo no
es en general un monomorfismo (Fig. 8).

Af) =2-3=6 Alg) =1-24+2-1+1-2=6
A(f) = Alg)
y sin embargo

f+#4¢
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Fig. 8

I11. ApricACION NORMA SOBRE £.

Definimos la aplicacién

f——=1f1l = sup |f(z)]
zeR

este supremos existe, por la construccién de las funciones escalonadas f.
Esta aplicacién || || la llamamos norma y verifica las propiedadses

) lIfil=0 < f=0
2 Urfl=tr1-1F1
3y WF+g9ll <l +1all

Como se comprueba sencillamente.

Tenemos, pues (£, || i), que es un E.V.N. (espacio vectorial nor-
mado) sobre R.

Podemos definir entonces los signientes conceptos.

Definicién.—Diremos que la sucesion (fr),.y CE de funciones es-
calonadas es de Cauchy cuando verifique la condicién

Ye>0 3 3N3€NIVn,ﬂ'>Ng:”fn—‘fn'”<3

Definicién.—Se dice que la funcion f € £ es limite de las (fn),., ¥
se notara

f= lim fa
n — w

si y solo si:

Ve>0,3Ne Va2 Ne=> ||f—Fnll <6

Cabe hacernos la pregunta, si f = lim fn, gse verificara que A(f) =
Pues, en general, no se verifica esto.



Contraejemplo.

Construimos la sucesion de funciones escalonadas

0 , z<0
1

fn(x)= - 0<m<n
n

n =1 0 y N

I~

0 n

Fig. 9

Se comprueba inmediatamente que esta sucesién de funciones esea-
lonadas converge hacia la funcién cero

lim fn=0
n -» oo

y sin embargo

lim  A(fa) # Al0)

n — o
pues
1
Affp) =n-— =1,¥Y¥neN =— lim A(fn) =1
n n —» oo
Y por ser A un homomorfismo
A0y =0
luego

lim  A(fn) = 1540 = A(0)
n —- ow

Ahora bien, si consideramos el subespacio vectorial

Ela, b CE
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siendo
Era, 6 = { fe&|sop Cla, b}
si se verifica:
Proposicion.—Si
f= Hm fn,fe&b lim  A(fn) = A(f)
n — 0 n - o

=
fnekiab,¥nelN

Demostracion:
YVe>0,INelvVvnxNe = [A(f)—Alfa)]| <€

esto hemos de probar.

Siempre se puede considerar que f y fa tienen las mismas divisiones,
basta considerar una particion mas fina del intervalo [a, b]. Entonces:

| A(f) — Alfn) | = | Z f(8) (@ — divg) —

i=1
— Z tn(E) (@ — ai) | = | ¥ (&) — fal8) ) (@i — aiy) | <
i=1 1==1

< Z | H8) — fals) | (@ — ) < e @) —

i=1
— fal@) | - Z(al—ai_l) N f—fall (b —a)
i=1
y como

lim
n—>oofn=f

dado
154

e>0,INg|¥Vn=Ne = ||[f—fnll < )
—_

de donde nos queda que:

€
VonzNe, Af) —Alfn) | <———(b—0a) =¢
b-—a c.q.d.
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Definicién.—Un E.V.N. se dice completo cuando toda sucesion de
Cauchy tiene limite dentro del espacio.

Vamos a ver que:

Proposicién: € no es completo.

Vamos a construir una sucesion de funciones escalonadas, que sea de
Cauchy y sin embargo tiene por limite una funcién que no es escalonada
(figura 10).

L e e

S e e e - o -

+
Q
o
x

Fig. 10

Considero la funcién

f:lgb] —= R
T —— flz) = x

fle) =0 , Az¢lad)

Divido [a,b] en n partes iguales, construyo la funcién fn escalonada asi:

0 , T < a
b—a
a ,a <z <a+
n
b—a b—a b—a
a -+ , a + <z <a-++ 2:
fn(z) = n n n

b—a b—a

a+ (n—1) , @ 4+ {(n—1) <z <b
n n
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Se comprueba inmediatamente que esta sucesidon (fn)nex es de
Cauchy y sin embargo

lim fn==f,
n - o

siendo f la funcién f(z) = z, que no es una funcién escalonada.

Vamos a completar este espacio.

1IV. ESPACIO VECTORIAL DE LAS FUNCIONES SEGMENTARIAMENTE CON-
TINUAS, E. V. DE LAS FUNCIONES SEGMENTARIAS CONTINUAS POR
LA DERECHA.,

Definicion.—Diremos que f: R —— R es una funcién segmenta-
riamente continua cuando en cada segmento de R tiene a lo més un
numero finito de discontinuidades y estas discontinuidades sean de
primera especie, es decir, existe en cada punto de discontinuidad el
limite por la derecha y limite por la izquierda.

Se comprueba facilmente que con las operaciones:

(F+9)(x) =flz) +9(z),VzeR
(AH(x) = A flz), V z € R, siendo A e R

el conjunto de las funciones s. c. (segmentariamente continuas) tiene
estructura de E. V.

Definicion.—Diremos que una funcién s.c. f es s.c. por la derecha,
cuando el limite por la derecha en cada punto de discontinuidad, coin-
cide con el valor de la funcién en dicho punto.

Vamos a imponer ademas a estas funciones que su soporte sea aco-
tado. Llamaremos [ = { f : R - R | f s.c. por la derecha y sop. f.
acotado }.

Graficamente las funciones de [ seran de la forma (Fig. 11)

En [ E.V. sobre R consideramos la norma

i
[ —— R4

f——= U Ffll = sup_|fz)]
N R

HARS]

y tenemos ([ , || ||) un E.V.N. £ es un subespacio vectorial del anterior.

Teorema.—E es denso en [.

Demostracion:
Decir que £ es denso en [

[ <= E:[ <> Vfiel,3(fn)nen C§
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t al que

n — <o

Sea entonces f una funcién segmentariamente continua por la de-
recha, tal que sop f C [a,b]. Por definicién de f, a lo mas existen un nu-
mero finito de puntos de discontinuidad de la funcion f en [a,b], sean
{€1,€2,5¢c00..., Cn}, ademas estos ¢; son puntos de discontinuidad
de primera especia, es decir,

3 lim fz) =f{a+) y 3 lm f&) =fa—)
T - ¢ T = G
T >0 T < €

¥y por ser f s.c. por la derecha f(¢c. +) = f(&).
Graficamente, f, serd del tipo de la figura 11,

I}
Hp--ee
D
H
P
&~
) ‘Y_
2N pha
Nﬂ .

Fig. 11

Con todas estas hipétesis, podemos afirmar que:
dado

neN

, Vzelab],3

un entorno de

z, VX = [o(z), d=)]

tal’que
z e[ o), d=)]
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verificandose que

1
Vs,lelplx),z)n[ab] = lf(s)—i(t)l<-;-

0 bien
1
Vs,telz, Yx)N[ad] = [fs)—ft)] <—
n
Hemos obtenido, pues, un recubrimiento abierto

{19(@), 42 [ leeta by

de [a, b] y por ser [a, b] compacto en la recta real, 3 un subrecubrimiento
finito,

{lo@), W@ [ ti=p...5n
de [a,b]. Pasamos oira vez a los
{ V{z) = [oz) , ¥ ()]}
que también recubren a [a , b].

Consideramos la siguiente particion p en [a,b] , p = { @ = a, <
< d; < ... < ar = b} formada por los puntos a, b, & , o(xi) , ¢(zi)} ,
i =1, ..., m. Se verifica para esta p, que
1
VS,tE[at,ai+1),Jf(S)—f(t)! <.
n

Definimos entonces la funcion escalonada fn correspondiente al n e N
inicialmente dado, de las siguiente forma:
fnlz) = flai) , Y2z ela,ai14),i=1,..,r
fnld) =0
fn(®) = 0, 2 ¢ [a,b]
sop fa © [a,b]

Esta claro que

Hf—fall = s
z

1
up | flzg) —fal®) | < —
e R n
Hemos construido, pues, una sucesién de funciones escalonadas
(fn)nen, tal que:

1
Ve>0,INeeN,,Vn2Ne=> |[f—lhll<—<e¢
n

1o cual quiere decir que
lim fon=f
n—>ow c.q.d.
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V. DEFINICION DE UN ELEMENTO DEL DUAL [*.
Ya demostrado que
Voel,3(fanen CE

tal que
lim fn = Q
n -» oo
podemos definir la correspondencia

A
[ —— R

¢ ——> Alg) = lim A(fn)

n — oo

siendo (fn)nen una sucesién que tiene por limite ¢ y A(fn) estd definido
por ser fn una funcién escalonada, como ya hemos visto en II.

Ahora bien, yserd A una aplicacion?, o de otro modo, si (fn) - o
Y (gn) - o, ;se verificara

lim A(fa) = lim Algn)?
n — n —

Proposicion.—A es una aplicacién.

Demostracién: Hemos de ver que lim A(fn) = lim A(gn), siendo
lim fp = ¢ = lim gp.

Desde luego, si sop ¢ C [a,b] , sop fnC [@,b] Y S0P gn C [a,b] YV n e N

Entonces:

| A(fn) — Algn) |

m

= l i fn(&) (@i — ar—y) — Z gn(&) (@i — ai—,)
i=1

f=1

= ‘ Z (Fa(&:) — gn(&) ) (@i — ai—y) l < Z | fn(&:) —
i=1

=1

— gnl&i) | (@i — ar—,) <
< max | fa(x) —gn(z) [ (b —a) < || fn—gn || (b — a).
zeR

Pero por ser
lim fn = lim gan
se verifica que dado

e>0,3Ne|¥Yn2Nellfn—gnll <

—a
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de donde obtenemos que

]

= g

Va2 Ne = |Alfa) —Algn) | <(b—a)*

b—a
Lo cual dice que
lim A(fa) = lm A(gn) c.q.d.
Proposicién.—A es homomorfismo
1. Alp + ¢) = Ale) +A(d) , e, el
2. Arg) =1rAlp) , 2eR,9e]
Demostracion:
L Afg) + A(¢) = lim A(fn) + lim A(gn)
siendo

(fn) —> @, (gn) —> ¥
Alp) + A(¢) = lim [A(fa) + Algn)] = lim Alfn + gn)

pero

(fn + gn) —> @ + ¥

por propiedades de limites, luego

luego
Alg) + A(Y) = lim A(fn + gn) = Ale + ¥).

2. De modo anélogo.



