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TEOREMA RELATIVO A LA BIYECCION ENTRE
EL CONJUNTO DE NUMEROS REALES Y EL
CONJUNTO DE LOS PUNTOS DE UNA RECTA

por

V. Zorio B,

Nota: Este teorema se demuestra teniendo en cuenta que «el ni-
mero real es una clase de sucesiones de Cauchy de numeros racionales
respecto de la relacion de equivalencia an — ban — o». En la moderna
construccion del namero real no se consideran tan solo sucesiones moné-
tonas convergentes de nimeros racionales como era clasico. Por ello la
demostracion se complica.

Teorema.—Existe una biyeccién entre el conjunto de los numeros
reales y el conjunto de los puntos de una recta.

FEl teorema anterior quiere decir que a cada punto corresponde un
numero real unico, y reciprocamente, a cada numero real corresponde
un punto unico.

Para la demostracion de este teorema necesitamos hacer uso de los
dos postulados que vamos a enunciar a continuacion.

PosSTULADO DE ARQUIMEDES.

Supongamos que sobre la recta hemos marcado un punto origen O.
Con una unidad arbitraria u podemos graduar la recta llevando seg-
mentos iguales a u y en posicién consecutiva a derecha e izquierda

P
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
El conjunto de puntos 1, 2, ..... —1, —2, ..... es llamado pri-

mera graduacion de la recla.
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Cada uno de los segmentos anteriores puede dividirse en diez seg-
mentos mas pequefios. Los puntos de la primera graduacion, afadidos
a estos nuevos puntos, constituyen la sequnda graduacion

De analoga forma obtendriamos la fercera graduacion, ete.

Cada graduacion contiene los puntos de la anterior y otros nuevos;
luego si un punto pertenece a la graduacion n, pertenecerd también a la
n-+4+1,n42,.... ete,

El postulado de Arquimedes dice:

«Dado un punto de una recta, o pertenece a la graduacion enésima
o estd comprendido entre dos puntos de la misma.»

Esto vale, naturalmente, para cualquier n.

PosTtuLADO DE DEDEKIND O DE CONTINUIDAD DIZ LA RECTA.

Dado un conjunto de segmentos A;A’y, A,A%,, .... AnA’n .. .. for-
mando sucesion, se dice que estdn encajados si se verifica:

a) AIAI, 2 r\gA’g D....DAAMD ...,
b) lim | An A’n | = o.
T — o0

O sea, en la recta estaran situadas en la forma siguiente:

A3 An A'n A’3

= i t—t— i :
Ay A, Ay A

El Postulado de Dedekind dice:
«L.a interseccién de todos los segmentos de una sucesion de segmentos
encajados es un punto tdnico.» O sea,

[ve)
N A;A’% = P (punto tinico)

=1

DEMOSTRACION DEL TEOREMA,

Dada una recta y fijado un origen O y una unidad u, podemos repre-
sentar en la recta. sin ambiguedad, cualquier nimero racional utilizando
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tan solo el cartabon, la escuadra y el compéas. Los unicos conocimientos
geométiricos que se requieren es el Teorema de Thales.

A todo punto de la recla corresponde un nitmero real. Veamos:
I. Dado un punto cualquiera de la recta puede ocurrir:

1. El punto P pertenece a una graduacion, en cuyo caso es la ima-
gen de un numero racional. Por ejemplo, supongamos que P pertenezca
a la segunda graduaciéon. Ver la figura

-t
b o
=3
|
). O

o
N
o
[

P seria la imagen del numero racional 2,6.

Si P perteneciese a la graduacion mil, seria la imagen de un numero
racional con novecientas noventa y nueve cifras decimales perfecta-
mente definidas.

2 Puede ocurrir que P no pertenezea a ninguna graduacion, en
cuyo caso, por el postulado de Arquimedes, estara comprendido entre,
dos puntos de la primera graduacion, entre dos puntos de la segunda
etcétera. O sea

P comprendido entre los puntos A,A’, de la 1.% graduacion.

P comprendido enire los puntos A,A’; de la 2.% graduacion.

P comprendido entre los puntos AnA’n de la n.? graduacion.

Estos segmentos estdn encajados, luego, por el postulado de Dede-
kind, determinan un punto unico que ha de ser el P.

Los puntos A; A, ... An ... pertenecientes a las graduaciones
primera, segunda, .... enésima, corresponden a numeros racionales.
como vinos en 1. O sea

A, imagen del n.° racional a,

A, imagen del n.?® racional «a,
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Los puntos A’; A’; ... A’n ...., pertenecientes a las graduaciones
primera, segunda, ..., enésima, corresponden a numeros racionales,
como vimos en 1. Es decir,

A’, imagen del n.? racional a’,
A’, imagen del n.? racional a’,

Graficamen te
4
{ . R Sy S L
t T + T LR = e T ¥ T T 1
A, ALK K,
La sucesién a, @, ... an .... es creciente y la sucesién a’; a’, . . ..
. @’n ... es decreciente.

Tenemos que demostrar que ambas son sucesiones de Cauchy.
Sabemos que

1
B Trar
-

y que dentro del segmento A, A’ estdn contenidos todos los términos
de (an) de subindice mayor que n. o sea

1
|an” — an” | < ———paran’, n”’ > n
19n—1
Asi. pues, si fijamos ¢ determinamos inmediatamente n haciendo
1 1

€= —o—ro =D -l = — =>
10n—1 €

1 1
=>n—1 =log(—)::> n=[log<———) -}—1]
€ €

parte entera
tal que se verifica
anl — an// l < z

1
n,n >n= [log (—) + 1]
€

luego (an) es sucesiéon de Cauchy c.q.d.

para
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Con un razonamiento exactamente igual, obtendriamos que (a’n) €s
sucesion de Cauchy.
Vamos a demostrar que {(an) y (a’n) determinan el mismo numero

real. En cfecto
1

an—dan = | AnA'n| = ——
10n—1

que tiene por limite cero para n — o, luego a’n — an es suc. nula.
Por tanto representan el mismo numero real, o sea

{(an) } = { (a'n) }

Fijado P en la recla, hemos determinado, sin ambiguedad, un nu-
mero real { (an) } = { (a’n) }.

Luego si tanto el punto pertenece, como si no pertenece a ninguna
graduacion (casos 1 y 2), hemos asignado al punto univocamente un
nimero real (que era racional en el caso 1).

A todo niimero real corresponde un punto unico en la recta. Veamos:

1I. Dado un numero real cualquiera, vamos a demostrar que le
pertenece un punto unico en la recta.

Sea el numero real { (an) }. es decir, el que determina la sucesion de
Cauchy (an).

Como (an) es de Cauchv, resulta que para cada ¢ obtendremos un
n(e), tal que | dnig) — a’n{ < e para n’ > n(eh

Asi, para-

e =1 n(l) = n,tal que an’ € B,(an,) paran’ > n, = n(l)

Eilan) = AA,

tal que

1
an’ = i, (an(yy) paran’ > n ( o )

1
n, = max. (nl. n ( )) =
10

(n, es cl que hemos determinado anteriormente)

Sea

1
1) na2n ( 0 ) => an, € Evyy, (@n(1/4e)

?) n, = ny = an, € Fy(an) = AA%
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la posicién de an, sera entonces:

s
>

por 2)

'l
A1 dn; 0‘”2 A‘

pero por 1)

Ung € E1yyg (an(iryg),
resultara que

n(1f14)
estard dentro del entorno siguiente
1710 1710
;/—\_}/,\5'
an an, 1.
2 o?
Si n’ > n, sera por 1)
1
n>n,=n (
10

luego

an’ € By (an(iyy,))
pero como hemos visto que

An(M1y)
1
pertenece al entorno de centro ap, v de radio
10

resultard que ap’ para n’ > n, eslara dentro del entorno

Eeygy (an,):

1102 1 /02 1102

llllllll
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pues las posiciones extremas que puede ocupar
An(i/10)

serdn los puntos A y B, luego

un € Bz (an,) para n’ > n,

Por ser n’ > n, > n, serd también an ¢ E(an,) = AA",
Resumiendo:

Para

1
n’ > n, = max (nl, n (——))
10

an' € A3A%; N Ezpyy (an,).

se verificara

Llamaremos
AA, © AAL N Kz, (an,)

y esta claro que

tal que
an' € E108 (an(1/,42)
para
1
n >n ( )
102
Sea 1
ng = max nz,n( )):>
102 /
1 1
1) na2zn (——— = | an(ipet) —any | <
= 102 102

R) ng 2 n, => ang e AA,



Por 1) resulta que
n(lf14?)
pertenece al entorno de centro «n, y radio

1

3
162

ocupando, como maximo, las posiciones extremas A y B:

1fo?  an, ho?

O ——— T Ss—
A

Si n’ > n, sera por 1)

1
n’>n3>n( )
102

y por tanto se verificard

an’ € B2 (dn(142)

luego para n’ > ng se verificard que

an' & Fay2 (ang)

1/10 1/10 1/10 1/10

\ % ; %

dn

>

2

Sing > nypor2)serd n’ > ng; 2 N, = an’ € ALA,
Resumiendo:

Para

1
n’ > ng = Max (na, n (102 ))

an' & A;A% 0 Eapyes (ang)

se verificara
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Llamaremos

y esta claro que

El proceso puede seguir indefinidamente, y obtendremos dos suce-
siones de numeros racionales correspondientes a los puntos A; A,

.Ap...yalos puntos A A ... Ap ... .

Lasuc, A; A; ... Ap.... es una sucesién monétona creciente, que
pertenece a la misma clase que

" e .

Any, Angy » « « » AAp « v o

pues
2 2
an,—A; =1 ; an— A & — ...... anp — Ap <
10 10p—1
es decir,
2
lim (anp — Ap) = < lim ——— =0
p->0 p—o0 10p—1

luego (anp — Ap) es sucesion nula.

La suc. A, A’ .... A’p ... es mondétona decreciente, y pertenece
también a la misma clase que

dny Ong « + . « Anp + »
pues
2 2
Aly—apn =1,A—an, € —..... A’p —anp <
10 10p—1
o sea
lim (A’p — anp) = 0,
p—>o
es decir, es suc. nula.
La sucesién an, any ... anp . ..., formada por términos de la su-

cesion (an), se dice que es una sucesién parcial de ella. Se demuestra
que la sucesién (anp) es también de Cauchy y de la misma clase que (an).
Para no alargar prescindimos de esta demostracion, que no es dificil.
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Resulta, entonces, que el numero real, represenlado por la suce-
s16m (an), es ¢l mismo que represenia {anp) o que representa (Ap) o que
representa (A’p), es decir, se puede escribir:

{(an) } = {(anp) } = {(Ap)} = {(Ap)}
Ahora bien, la sucesiéon de segmentos
A .. AnAg ..

estd encajada, pues

AR D AAG D ... D AAhn D L.

y . _

lim I AnA'nI = 0

11—>00
ya que vimos

. 2
| AnA'n| € ——
10n—t

Por el postulado de Dedekind N A;A’, = A punto unico.
i

Este punto A es la imagen geométrica del numero real {(an) }.

Para terminar la demostracién es preciso demostrar que no es posible
obtener otro punto B, distinto de A, por el procedimiento que hemos

seguido.

En efecto, sea B, B, ... Bp ... una sucesién monétona creciente
que pertenzca a la misma clase que la suc. any dny ... Gnp -+« .- y por
tanto a la misma clase que A; A, ... Ap ...

En este caso se verificara B, = A; 4 &, ....Bp = Ap + g ... ..
y tal que

lim ep == 0
p—>®©

Sea otra sucesiéon B, By .... Bp .... definida asi:

61=A1——|€11, ..... ,szAp'——‘]Epl, .....

de donde se deduce
B1<By....Bp < Bp.....
La suc. { Bp) pertenece a la misma clase que (Bp), pues

lim (Bp — fp) = lim (ep + | ep|) =0
p—)w p—)w
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De un modo totalmente andlogo, sea B’y, B’;, ... B’p. .. unasuc. mo-
nétona decreciente que pertenezca a la misma clase que an, @ng. . . @np . . .
y por tanto que A’y A’y ... Ap ...

Tendremos

By =AM+ e, By=A%+ ¢ ....,Bp =A%+ ¢p,.

tal que
lim ¢’p = 0
p—>0
Sean
By = A + €], ..n., Bp=Ab + 1ep]|...
de donde se deduce
B'p < B,P

La sue. de segmentos encajados Bpp’p:

Bif'sD Baf2D...2 Bypp> ... ytalque BpBp—>0
por el postulado de Dedekind determina un punto unico
B =N BpP'p
p

Como para todo p se verifica
BpB’p C Bpf%
luego
NBpBp CN fpBp =B
p p
luego

NnBpB, =B
b

Por otra parte, por la misma construcciéon de los puntos 8, resulta
ApA’p C BpBp

Resultara

A_——ﬂApA'an Bpﬂlp=B
p p

luego A =B vy

por tanto el punto asignado al ntumero real { (an) } lo es sin ambi-
giiedad




