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TEOREMA RELATIVO A LA BIYECCION ENTRE
EL CONJUNTO DE NUMEROS REALES y EL
CONJUNTO DE LOS PUNTOS DE UNA RECTA

por

V. ZORIO B.

NOTA: Este teorema se demuestra teniendo en cuenta que «el nú­
mero real es una clase de sucesiones de Cauchy de números racionales
respecto de la relación de equivalencia ün - bn -+ o». En la moderna
construcción del número real no se consideran tan solo sucesiones monó­
tonas convergentes de números racionales como era clásico. Por ello la
demostración se complica.

Teorema.-Existe una bíyeccíón entre el conjunto de los números
reales y el conjunto de los puntos de una recta.

El teorema anterior quiere decir que a cada punto corresponde un
número real único, y recíprocamente, a cada número real corresponde
un punto úmco.

Para la demostración de este teorema necesitamos hacer uso de los
dos postulados que vamos a enunciar a continuación.

POSTULADO DE ARQuiMEDES.

Supongamos que sobre la recta hemos marcado un punto origen O.
Con una unidad arbitraria u podernos graduar la recta nevando seg­
mentos iguales a u y en posición consecutiva a derecha e izquierda

u

-4 -3 -2 - 1 o 2 3 4 5

El conjunto de puntos 1, 2, ..... -1, -2, ..... es llamado pri­
mera graduación de la recta.
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Cada uno de los segmentos anteriores puede dividirse en diez seg­
mentos más pequeños. Los puntos de la primera graduación, añadidos
a estos nuevos puntos, constituyen la segunda graduación

111111111111"1111111"1111" '1
-4 -3 -2 - 1 o 1 2 3 4 5

De analoga forma obtendríamos la tercera qraduacum, etc.
Cada graduación contiene los puntos de la anterior y otros nuevos;

luego si un punto pertenece a la graduación n, pertenecerá también a la
n + 1, n + 2, ... " etc.

El postulado de Arquímedes dice:
«Dado Ull punto de una recta, o pertenece a la graduación enésima

o está comprendido entre dos puntos de la misma.i
Esto vale, naturalmente, para cualquier n.

POSTULADO DC DEDEKIND O DE CONTINUIDAD DC LA RECTA.

Dado un conjunto de segmentos A,A'" A2A'2' ... , AnA'" ' ... for­
mando sucesión, se dice que están encajados si se verifica:

a) A,A'!:::> :\2:\'2 :::> , ... :::> A"A'" :::> , ...
b) lim I A" A' n 1 = O.

Il->-OCJ

o sea, en la recta estarán situadas en la forma siguiente:

El Postulado de Dedekind dice:
«La intersección de todos los segmentos de una sucesión de segmento"

encajados es un punto úníco.. O sea,

P (punto único)

DEl\IOSTRACIó"'l DEL TEOREl\IA.

Dada una recta y fijado un origen O y una unidad u, podemos repre­
sentar en la recta. sin ambiguedad, cualquier número racional utilizando
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tan solo el cartabón, la escuadra y el compás. Los únicos conocimientos
geométricos que se requieren es el Teorema de Thales,

A lodo punto de la recia corresponde un número real. Veamos:

I. Dado un punto cualquiera de la recta puede ocurrir:

1. El punto P pertenece a una graduación, en cuyo caso es la ima­
gen de un número racional. Por ejemplo, supongamos que P pertenezca
a la segunda graduación. Ver la figura

o
1234567B9

111111.1111

2 P 3

P sería la imagen del numero racional 2,6.
bi P perteneciese a la graduación mil, seria la Imagen de un número

racional con novecientas noventa y nueve curas decimales perfecta­
mente definídas.

:2 Puede ocurrtr que P no pertenezca a ninguna graduación, en
cuyo caso, por el postulado de Arquímedes, estará comprendido entre,
dos puntos de la prrmera graduación, entre dos puntos de la segunda
etcétera. O sea

P comprendido entre los puntos A1A'1 de la La. graduación.

P comprendido entre los puntos A2A' 2 de la 2. a. graduación.

P comprendido entre los puntos A n A'n de la n. a. graduación.

El punto P pertenece a todos los segmentos

Estos segmentos están encajados, luego, por el postulado de Dede­
kind, determinan un punto único que ha de ser el P.

Los puntos Al A•... A n ... , pertenecientes a las graduaciones
primera, segunda, .... enésima, corresponden a números racionales,
como vinos en l. O sea

Al imagen del n. o racional al

A2 imagen del n. o racional a 2

An imagen del n. o racional an
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Los pu ritos A' 1 A' 2 ••• A'n ••••, pertenecientes a las graduaciones
primera, segunda, ... , enésima, corresponden a números racionales,
como vimos en 1. Es decir,

A' 1 imagen del n. o racional a' 1

A' 2 imagen del n. o racional a' 2

A'n imagen del n. o racional a'«

Gráficamen te

K1

La sucesión al a2 ... a« .... es creciente y la sucesión a'¡ a' 2 ••••

. . . . a' n •.• cs decreciente.
Tenemos que demostrar que ambas son sucesiones de Cauchy.
Sabemos que

! A n A'n I = ---
10n-1

y que dentro del segmento A n A' n están contenidos todos los términos
de (an) de sub indice mayor quc 11. o sea

I Un' - an" I < --- para 11', 11" > n
10n- 1

Asi. pues, si fijamos E: determinamos inmediatamente 11 haciendo

1
E: = '=> 10n- 1 = - :;::.>

10n-1 E:

~ 11 - 1= log (~) ~ 11 = flOg (~) + 11
parte entera

tal que se verifica
I an' - an" I < E:

para

n', n" > n = [IOg (~) + 11

luego (an) es sucesión de Cauchy c.q.d.
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Con un razonamiento exactamente igual, obtendriamos que (a'n) es
sucesión de Cauchy.

Vamos a demostrar que (an) y (a'TI) determinan el mismo número
real. En efecto

1
a' TI - an = I A n A'n I =

10n-1

que tiene por límite cero para n ....... 00, luego a' TI - íl n es suco nula.
Por tanto representan el mismo número real, o sea

{ (an) } = { (a'TI) }

Frjado P en la recta, hemos determinado, sin ambiguedad, un nú­
mero real { (an) } = { (a'n) }.

Luego si tanto el punto pertenece, como si no pertenece a ninguna
graduación (casos 1 y 2). hemos asignado al punto unívocamente un
número real (que era racional en el caso 1).

A todo número real corresponde un punto único en la recta. Veamos:

11. Dado un número real cualquiera, vamos a demostrar que le
pertenece un punto único en la recta.

Sea ('1 número real { (an) }. C" decir, ('1 que determina la sucesión de

Cuuchy (an).
Como (an) es de Cauchv, resulta que para cada ¡;; obtendremos un

11(¡;;). tal que I an(¡;;1 - a'nl < ¡;; para n' > 11(¡;;),

As], para'

¡;; = 1 n(l) = n1tal que an' E E 1(an1) para n' > n1 = n(1)

1 ,

~~
A, an, t!.n

e = -io ;n(-io)
tal que

an' CEl/¡O (aTl(1/10)) para n' > n ( 11
0

)

Sea

11, = máx, (n 1• n(-io)) ~
(n, es el que hemos determinado anteriormente)

;:::'> ~ 1) n,;;;: n(-io) ::::> an, E El/lO (an(l/¡O\)

( 2) n2;;;: n 1 ~ an, E El (an1) = A 1J\' 1



134 _...

la posición de an! será entonces:

Ji.1

pero por 1)

resultará que

estará dentro del entorno siguiente

J /10 l/la

~1</--==---=r-6

Si n' > n! será por 1)

n' > n 2 ~ n (-fo)
luego

pero como hemos visto que

an('/lO)

l
pertenece al entorno de centro anz y de radio -­

in

resultará que «« para n/ > n« estará dentro del entorno

Ez/l o (an.):

por 2)

1h02 1h02 1h02 1!t02
¡,;ro ;;;:;.,4m=: iIii ;m I;ñ 7ñ! 1m; 371

A B
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pues las posiciones extremas que puede ocupar

serán los puntos A y 13, luego

Por ser n' > n¿ ~ nI será también an' E EI(anl) = AIA'I

Resumiendo:

Para

n' > ns = máx (nI, n (-iD))
se verificara

Llamaremos

y está claro que

1
e:=--

tal que

para

n' > n (_1)
lOs

Sea
= máx (n s, n (~)) ~na

~) n (_1_) :::> I Un(l/¡oS) - Una I
11) na ~ <--

lOs 103

2) na ~ na :=:> una E AsA's
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Por 1) resulta que

pertenece al entorno de centro ano y radio

lO'

ocupando, como máximo, las posiciones extremas A y B:

1/10 2 Qn3 1/10 2

1-=== --=--1 ========-- I
A B

Si n' > n. será por 1)

n' > n. ~ n (_1_)
lO'

y por tanto se verificará

luego para n' > n. se verificará que

1/10 ..
A

1/10

B

1/10

Si n. > n. por 2) será n' > n. ~ n.:::::> aw E A.A
/•

Resumiendo:

Para

n' > n. = máx (n., n (1~.))

se verificará
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Llamaremos

y está claro que

El proceso puede seguir indefinidamente, y obtendremos dos suce­
siones de números racionales correspondientes a los puntos Al Aa .•.
. . . Ap ••. y a los puntos A'¡ A'a . . . A /

p ••••

La suco Al Aa ... Ap ..•• es una sucesión monótona creciente, que
pertenece a la misma clase que

pues

10 IOp-l

es decir.

2
•••••• ünp - Ap ~

2

2
lim (anp - A p) = ~ lím = O
p.-700 p-700 lOp-l

luego (an)} - Ap) es sucesión nula.
La suco A'¡ A', . . . . A/p ••• es monótona decreciente, y pertenece

también a la misma clase que

anl Una .••. ünp ••.•

pues

2 2
A/l-anl = 1 ,A/a-ana ~ -- •.•.. A/p-anp ~ ---

lO IOp-l

o sea

Iim (A/
p - anp) = O ,

p.-700

es decir, es suco nula.

La sucesión anl ana •.•• ünp •••. , formada por términos de la su­
cesión (an), se dice que es una sucesión parcial de ella. Se demuestra
que la sucesión (Unp) es también de Cauchy y de la misma clase que (an).
Para no alargar prescindimos de esta demostración, que no es difícil.
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Resulta, entonces, que el número real, representado por la suce­
sión (all), es el mismo que representa (allp) o que representa (Ap ) o que
representa (A'p), e" decir, se puede escribir:

{ (all) } = {(allp) } = { (Ap ) }

Ahora lnen, la sucesión de segmentos

AlA' 1 oooAIlAIl' o..

está encajada, pues

{ (A'p) }

y

ya que vimos

lim I AIlA'Il I = O
n-+oo

I AnA'fl I ~ ---
IOn- l

Por el postulado de Dedekind n A¡A'¡ = A punto único.

Este punto A es la imagen geométrica del número real { (an) }.

Para terminar la demostración es preciso demostrar que no es posible
obtener otro punto B, distinto de A, por el procedimiento que hemos
seguido.

En efecto, sea B, B2 ... Bp . o. una sucesión monótona creciente
que pertenzca a la misma clase que la suco an¡ afl2 •• o ünp •• oo. y por
tanto a la misma clase que Al A2 oo. Ap ...

En este caso se verificará B¡ = Al + el .... Bp = Ap + ep .....
y tal que

lim ep = O
p-+oo

Sea otra sucesión (jI (j2 . . .. (jp .... definida asi:

(jI = Al - I el I , •••• o , (jp = Ap - 1 ep I , • o..•

de donde se deduce

s, ~ a, .... (jp ~ Bp .....

La suco ((jp) pertenece a la misma clase que (Bp), pues

lím (Bp - (jp) = Iím (ep + 1 ep I ) = O
p-+oo p-+oo
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De un modo totalmente análogo, sea B'1, B'2" .. B'p •.. una SUCo mo­
nótona decreciente que pertenezca a la misma clase que an1 an2 ••• anp •••
y por tanto que A'1 A'2 •.. A'p ..•

Tendremos

tal que

lim E'p = O
p--+oo

Sean

~'1 = A'1 + I E'1 1, .... , Wp = A'p + I E'p l· ..

de donde se deduce

B'p ~ Wp

La SUCo de segmentos encajados ~pWp:

por el postulado de Dedekind determina un punto único

B = n ~p~'p
p

Como para todo p se verifica

BpB'p e ~pWb

luego

n BpB'p en ~pWp = B
p p

luego

n BpB'p = B
p

Por otra parte, por la misma construcción de los puntos ~, resulta

ApA'p e ~pWp

Resultará

A = n ApA'p e n ~p ~'p = B
p p

luego A = B Y

por tanto el punto asignado al número real { (an) } lo es sin ambi­
güedad


