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NOTA SOBRE LAS ECUACIONES DE VOLTERRA
DE PRIMERA ESPECIE REDUCIBLES
A ECUACIONES DE CONVOLUCION

por

MANUEL ABEJÓN ADÁMEZ

OBJETO

Como es sabido, las ecuaciones integrales de Volterra, de primera
y segunda especies (con f(x) función incógnita),

xf k(x, t) f(t) dt = g(x)

a

x

f(x) +Iki», t) f(t) di = g(x)

a

se reducen cuando a = 0, lo que siempre puede conseguirse con un
cambio de origen, y el núcleo k(x, t) depende exclusivamente de la di
ferencia x - t a ecuaciones de convolución, de tratamiento más simple
que el caso general (por ejemplo, mediante la transformación de La
place).

En la presente nota vamos a examinar un tipo de ecuaciones de
primera especie, en las que no es k(x, t) = k1(x - t), pero que, no obs
tante, mediante un cambio de variable apropiado, pueden transfor
marse en ecuaciones de convolución. Se encuentran ejemplos particula
res de tales ecuaciones en distintos textos, pero no hemos visto en nin
guna parte desarrollada una formulación general.

Señalemos que, en lo que sigue, se supondrá que las ecuaciones de
que se trate cumplen las condiciones de existencia y unicidad de la
solución; como se recordará, las ecuaciones de convolución de primera
especie se comportan de forma esencialmente distinta que las de segunda
en este aspecto y frecuentemente carecen de solución (ver ref. [1]).
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ECUACIONES REDUCIBLES

Sea la ecuación de Volterra de primera especie

x

jk(X, 1) I(t) dt = g(x)

a

[1]

perteneciendo x a un intervalor I = [ a, b ] con a < b ~ co .
Si el núcleo k(x, t) puede escribirse como función exclusiva del ar

gumento cp(x) - cp(t):

ki«, r) = k1(cp(x) - cp(I)) 'r/ x E I. a < 1 ~ x

siendo cp una aplicación de I sobre R+, tal que cp E e1(I) y que se cumple

cp(a+) = lim cp(x) = O
x-+a+o

cp'(x) > O 'r/xEI

se puede entonces hacer el cambio de variable:

~ = cp(x)

x = \ji(~)

siendo \ji = cp-1 la aplicación de R+ sobre I inversa de la cp (que existe
y es derivable por cumplirse las hipótesis del teorema de existencia de
funciones implicitas), y la ecuación [1] se transforma en:

~

jk1(~ - -e) I(\ji('t")) \ji'('t") d 't" = g(\ji (~))
o

que haciendo:

I( \ji('t")) \ji'('t") = 11('t")

g(\ji(~)) = gl(~)

se reduce definitivamente a la ecuación de convolución

~

jk1(~ - 't") 11('t") d 't" = gl(~)
o

[2]

[3]

[4 ]

[5]

Para calcular 1, supuesto obtenido 11 de [5], bastará deshacer el
cambio, teniendo en cuenta que cp'(x) \ji'(~) = 1; o sea:

I(x) = 11(cp(X)) cp'(x) [6]

Es inmediato observar que alguna de las condiciones anteriormente
impuestas a cp no suponen, en realidad, ninguna restricción, ya que:
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ep(a+) puede no ser cero; im ep no ser R -1-; Y no tener ep derivada posi
tiva y, sin embargo, obtenerse el mismo resultado sólo con que se cumpla:

ep E Cl( 1), ep/(x) =1= O 'ti x E 1,

e im ep sea [ep( +), + OC!] ó [ep(a+), - OC! ]

En efecto, basta entonces hacer

I ep(x) - ep(a+) I = epl(X)

k(x, t) = k1(ep(x) - ep(t)) = k2(epl(X) - epl(t))

donde k 2 tiene idéntica forma que k l , salvo la posible incorporación de
un signo.

UNA APLICACIÓN

Propongámonos resolver la ecuación integral:

7t'

2

-Yf
o

f(x sen 6)
---- d6 = g(x)

cosf3 6

1 l
< (3 <- gEC1([O,0C!])

2 2

Es de señalar que esta ecuación se presenta como una generalización de
la clásica de Schlomilch

7t'

2

F(x) = : f f(x sen 6) d6

o

a la que se reduce si (3 = o y se toma

7t'
g(x) = - F(x).

2

En el «curso» de Whittaker y Watson (ref. [2]) se resuelve esta última,
en la hipótesis de que F E Cl([-7t', 7t']) y por un método directo, obte
niéndose que la solución f también pertenece a Cl ([7t', -7t']) Y puede
expresarse por la fórmula:

7t'

2

f(x) = F(o) + xf F/(x sen 6) d6

o
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En lo que sigue vamos a demostrar que la ecuación propuesta es
equivalente a una de Volterra singular de primera especie, a la que con
la técnica expuesta previamente, se le puede reducir a una de convolu
ción clásica. En efecto, el cambio x sen a = t convierta la ecuación en
la siguiente:

A esta última ecuación le es aplicable la teoría anterior, ya que,
para ella, cp(x) = x 2 = ~ y tjJ(~) = « = x y puede reducirse a la
clásica de Abel generalizada:

0<0«1

con 11 y Ul definidas en la forma explicada anteriormente y 20(. = ~ + 1.
Como es sabido, la ecuación generalizada de Abel puede resolverse fá
cilmente por diferentes métodos (por ejemplo, utilizando la transfor
mada de Laplaee), y su solución es

sen O(. re [ U1(O)
11(~) = ---

re ~ 1-0(.

~

f g'1(S)

+ (~_S)1-0(.
Q

por lo tanto, deshaciendo el cambio, se tendrá:

[2x l' + 1 gro)
I(x) = - sen ( re)

re 2, xl-~

y, utilizando una variable de integración análoga a la de la ecuación,
también:

2x ( (3 + 1 ) [ u(o)
I(x) = -- sen re

re 2 xl-~

2

+ x~ fu' (x sena) cos~ a da]
Q

(Como se comprueba inmediatamente, con la particularización
apropiada, se vuelve a obtener la solución de la ecuación de Schldmilch.]
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OBSERVACIÓN

El método no es aplicable a las ecuaciones de segunda especie, por
que al hacer el cambio de variable, en la hipótesis de que el núcleo sea
del tipo indicado, resulta que quedaría:

~

1(1jJ(~)) +f1cl(~ - 't') 11('t') d't' = gl(~)
o

ecuación que no tiene la forma de las de convolución de segunda especie,
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