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EL METODO AXIOMATICO Y ALGEBRA DE
RELACIONES Y CONDICIONES LOGICAS

por

Juan EstesaN ParLoMar TARANCON

XII

HOMOMORFISMOS

Si ey, €y, €3 ... ep son los elementos de un conjunto absolutamente
definido E y los conjuntos de condiciones logicas Ae;, Ae, ... Aey son
las definiciones correspondientes a cada uno de estos elementos siem-
pre que dichas definiciones tengan un subconjunto de condiciones 16-
gicas M~z, comun a todas, podremos determinar un homomorfismo
entre el conjunto E y otro conjunto E que, de forma analoga a la no-
menclatura propia de la teoria de grupos, lo podremos llamar «divisor
normal de E».

Veamos:

A partir de las Ae;, Ae, ... Aep formemos otros conjuntos de con-
diciones logicas Ae;, Ae, ... Aeyu constituidos por las mismas que Ae,,
Ae, ... menos el conjunto comun a todas Mr, o sea:

Ae, = (Ae, N M’7) v por consiguiente serd Ae, = (Ae; y Mr)
Ae, = (Ae, N M) y por consiguiente serd Ae, = (:/3:(42 U Mn)

Aep = (Aep. 0N M’7) y por consiguiente sera Aep = (Aepwy Mr)

En general, cada Aey definira un subconjunto ep. de E, teniendo en
cuenta el teorema 2; por ende, a cada elemento ey le correspondera un
subconjunto ey constituido por n elementos, de aqui que la correspon-
dencia no sea biunivoca y solo se pueda definir a partir de ella un homo-
morfismo.
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Se pueden dar tres casos:

1. Si A es una férmula o condicién légica de Prop(E), implicada
por las intersecciones (Ae, N M’7) o (Ae, N M's)..., serd satisfecha in-
distintamente por los e;, ¢, ... ep y 105 €y, €5 . . . ep.

2. 5i A es una condicion 16gica satisfecha por los ey, ¢, . . . ep. siem-
pre que no contenga a las M, la interseccion (A N A ey) serd

(A N Aep) = (AN Aep)
luego, aplicando el teorema 1, tendremos

ew = A

3. Si A es una condicion légica compuesta, que tenga como con-
dicién necesaria a las Mt o que las implique, no serd satisfecha en ge-
neral por los ep.

Como de los tres casos citados, las condiciones logicas incluidas en
los dos primeros, son satisfechas por los ep, y, aunque las citadas en
el tercer caso no lo sean, si seran satisfechas las intersecciones

(AN M~

de acuerdo con el teorema 1, podemos afirmar que el conjunto e, €, . . . e
satisface las mismas propiedades generales que el conjunto E; la corres-
pondencia que hemos descrito determinard un homomorfismo.

Las relaciones y consecuencias logicas que se desprenden del homo-
morfismo determinado entre un grupo y su grupo cociente no son mas
que un caso particular de los homomorfismos de conjuntos que hemos
descrito. Consideremos la importancia que tienen estos resultados en la
teoria de Galois y veremos lo importante que es su generalizacién a
conjuntos cualesquiera y su formulacién dentro del marco de las mate-
maticas de conjuntos y légica matematica.

Hay muchos procedimientos de cdlculo y resolucion de ecuaciones
que, fundamentalmente, consisten en la aplicacién de los homomor-
fismos descritos, aunque se hayan obtenido intuitivamente, sin llegar
a tener pleno conocimiento de la estructura puramente logica de los
mismos. Como ejemplos podemos citar todos los métodos de resolucion
de problemas o ecuaciones en los que se halla primeramente la solu-
cién de una ecuacioén parecida a la que se trata de resolver, para que,
basdandonos en la solucion obtenida, podamos hallar posteriormente la
de la primera, precisamente porque se supone que por ser parecidas
ambas ecuaciones también lo serdn sus soluciones. Un ejemplo bien
significativo lo tenemos en el método de resolucién de ecuaciones dife-
renciales por variacion de constantes. La estructura légica de estos

Nota: El homomorfismo descrito debe entenderse en el sentido de
conjuntos o realizaciones que satisfacen unas mismas estructuras o
condiciones logicas, tal como se defini6 el isomorfismo en el capitulo 111,
y no debe entenderse en el sentido de la Teoria de grupos.
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métodos tiene su expresion abstracta en el contenido del presente
capitulo.

X111
DESVIACIONES
Si Fn es un simbolo funcional de n variables y ¢, ¢,, . . . ¢ son ele-
menfos cualesquiera de un conjunto C, diremos que Fn es cerrado en
el conjunto C, siempre que su aplicacién a los ¢;, ¢, . . . ¢, también per-

tenezca a G, o sea

{61 ACsA.--Cn) €l

Frn(c;,¢y...¢n) €C
Sidy, dy...any by, by ... by son elementos o subconjuntos de dos
conjunfos A y B, respectivamente, que estan en relacion «R», 0 sea:
a, «R» b,
a, «R» b,
an «R» by,

y Frn es un simbolo funcional cerrado en las cotas de «R», al aplicar
dicho simbolo a los a;, a; . .. an se pueden dar dos casos:

1. Tomando como primer miembro de «R» la expresion Fn{a,, a, ...)
le corresponde, en el segundo miembro, precisamente la expresion
Fn{b,, b, ...), 0 sea:

Fn(a,, a, . .. an) «Ro Fn(by, b, . .. bn)

2. Tomando Fn{a,, a, ... an) como primer miembro de «R» le
corresponde en el segundo miembro Gn(b,, b, ... bn); donde Gn es otro
simbolo funcional distinto de Fr y del mismo niumero de variables
proposicionales. En el primer caso diremos que «R» es homogénea res-
pecto a Fn y en el segundo, heterogénea.

Desviaciones.—Supongamos que al aplicar un simbolo funcional
cerrado al primer miembro de un sistema de relaciones

a, «R» b,

a, «R» b,

an «R» b
le corresponda en el segundo miembro, la funcidn booleana construida
por reunidn de los by, b, ... by, 0 sea:

Fr{a,, as ... an) By (by U bs U b3 ... bn)
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En este caso diremos que Frn es un simbolo funcional «caracteristico»
de la relaciébn «R». Se puede concebir otro caso analogo:

Supongamos que tomando como primer miembro de «R» a la expre-
sion Fn{a,, a, ...), dicha relaciéon es tal, que hace corresponder en su
segundo miembro la expresién (K, b, y Ko b U ... U Kn ba) de n
transformaciones de los b,, &, ... bn, que expresamos por medio de los
operadores que las efectuan K;, K, ... K. A dichas transformaciones
Ky, K; ... K las llamaremos «desviaciones» de la relacion «R» res-
pecto al simbolo funcional caracteristico Fn.

Ejemplo: Supongamos que «R» es la relacién que expresa el siguiente
juicio o proposicion:
...... «son las soluciones de la ecuaciény . .....

Siz, y z, son las raices de la ecuacion de segundo grado z2 4- bx 4+ ¢ = 0
tendremos:

(T3 U Zp) «Ro (22 4+ bz + ¢)

de forma analoga, si &, %, ¥ &, son las raices de la ecuacitn de tercer
grado z® + dz? + ex + f, tendremos:

(@1 U %5 U T5) R (2° + da? + ex + f)
Si tomamos el producto como simbolo funcional tendremos

(%, U @3 U Z1 U T2 U T) «Ro (22 + bz + ¢) X (% + dz® + ex + f)

ya que (z® + bz + ¢) X (x® + dz* 4 ex + [) es de quinto gradoy, re-
cordando el teorema fundamental del Algebra, sus soluciones seran,
precisamente, la reunién de las soluciones de (z* + bz 4 ¢) y de (z® +
+ dz? 4 ex + f).

Si en lugar de tomar el produclo como simbolo funcional, hubiéra-
mos tomado la suma, ya no se hubiera podido efectuar esta reunion;
por ende la suma no serd un simbolo caracteristico de «Ro.

Ejemplo de desviacién.—Supongamos ahora que «B» es la relacion
que expresa el siguiente juicio:
. «son los maximos de la funciéons . .......
Supongamos que ¢,, ¢z ... ¢n es un conjunto de funciones del plano,
por ejemplo, funciones periddicas que tienen infinitos mdaximos cada

una; Hamemos ¢,, ¢, ... ¢n a los conjuntos de puntos maximos de cada
una de las ¢;, ¢, ... ¢n; tendremos:

¢, «R» ¢y
S ¢; «B» o,

( ¢n «R» on
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Tomando como segundo miembro de «R» la suma de las dos fun-
ciones <p“ Y ¢, 0 sea Ia funcién qa“ -+ %, se pueden dar dos casos:

1. A (q)p' + o) 1a relacién «R» hace corresponder la reunién de los
méaximos cy‘ de P y delos ¢, de ¢ , 0 sea:

(C“ U cv) «R» ((pu -+ q)v)

2. En general, los puntos maximos de la funcion (cpu + cpv) no
serdn los mismos que los de las % Y ¢,; pero cada uno de estos puntos
maximos determinard un maximo de (<p“ + @,) que se obtendra por

. . . M M _ .
transformacién del mismo. Si lamamos K, y K a dichas transforma-
ciones, tendremos

M M
(Ky cpu Ky ¢y) Bo(gy + oy)n

. M M . Lo
Efectivamente, las Ky y K’y serdn las desviaciones de «R» res-
pecto de la suma.

Mé4s adelante veremos un ejemplo muy interesante de tales desvia-
ciones.

XIV

CONJUNTOS RELATIVOS

El conjunto de condiciones logicas (P, P, ... Pg) que constituyen
l1a definiciéon de un conjunto C, pueden ser cualesquiera; luego podemos
suponer que las (Py, P, ... Pg) son relaciones binarias acotadas.

8i, en forma implicita, hacemos (P, P, ... Pg) = «R», podremos de-
finir C como el conjunto de todos los elementos ¢,, ¢,y €53 . . . ¢¢ que sa-
tisfacen la relacién binaria «R», tomando como segundo miembro a
ofro conjunto dado ¢o, que llamaremos «base de la definicion de C»,

De esta forma, los ¢;, ¢, ... ¢¢ vienen definidos por medio de la
relaciéon «R» y el conjunto base gg; por este motivo calificaremos al
conjunto G de welativos, ya que su definicién viene dada con relaciéon
a un segundo conjunto definido g4. Pero esta definicion contiene todavia
algunas lagunas: en realidad llamaremos conjuntos relativos a los gue
satisfacen las siguientes propiedades:

1.2 C es definido, o sea que su definicidon «R» es una relacién aco-
tada y, por ende, segun el teorema 4, susceptible de implicar ofras rela.
ciones o consecuencias logicas.

2.2 Cada elemento de la base ¢4 determina un subconjunto Cg de G
que puede estar constituido por uno o mds elementos y sélo eventual-
mente sera vacio.
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3.2 A los elementos de la base go S les puede aplicar un simbolo
funcional de dos variables «cerrado» y caracteristico F, que satisface las
siguientes propiedades:

a) g es un «grupo» para la composicion que en él realiza el simbolo
funcional F.

b) F, como simbolo caracteristico de «R», puede producir des-
viaciones.

Ejemplo: Son muchos los ejemplos que podemos ofrecer de conjuntos
relativos; pero, saliéndonos un poco de la materia propia de esta mono-
grafia, pondremos como ejemplo uno extraido, precisamente, de la
Fisica Tedrica, concretamente de la Teoria de la Luz:

Este ejemplo, aunque se salga del marco abstracto de la Ldgica Mate-
matica, lo hemos elegido, por una parte, por considerarlo de gran in-
terés; por otra parte, porque implica algunas consecuencias practicas
interesantes; veamos:

Es un hecho bien conocido, por la Teoria Ondulatoria de la Luz’
que la velocidad de grupo puede ser distinta a la de onda (1).

Limitémonos a un tren de ondas planas representado por la ecuacién

2w T
c = A sen (t-~—->

T U

donde la variacién de densidad o viene dada en funciéon de la amplitud A,
del periodo =, del camino z y de la velocidad de onda v.

Supongamos ahora dos trenes de onda indefinidamente largos.
Para mayor facilidad atribuyamosles una misma amplitud. Sean =, y =,
sus periodos respectivos; supongamos, ademas, que la velocidad de pro-
pagacién sea una funcién del periodo, como aproximadamente ocurre
en las ondas de agua: Al periodo =, corresponde la velocidad v, ya el =,
la velocidad v,.

8i introducimos las frecuencias en lugar de los periodos, haciendo
l/t; = n; ¥y 1/r, = n, obtendremos las siguientes ecuaciones de onda:

x
A sen2mn, {t — —

Y =
U
€
Yy, = Asen22n n, [ — —
Uy

La interferencia de estas ondas sera

= [ z
o = A [senzn:n1 (t—————) -+ sen 2w n, (t———-—)
Uy Uy
N (1) Este ejemplo lo hemos extraido de la obra de Gustav Jéger
Fisica Teorica {Teoria de la Luz).
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Esta ecuacién, por medio del teorema

o + B o — B
sen o + sen f = 2 sen —————— X COS
2 2

la convertimos en

ny ny
G=2Asenﬂ:[(n1+n2)t-—(__+_._>m} X

Uy U,
ny ny
X cosm {(n, —ng)t—|———}=z
Uy U
Haciendo
n, n, 2n
{ny +ny) =2n y —+ —=
v, Uy v
obtendremos
€T n, n,
o = %A sen %2n n (t-——-—- X €08 7 [{ng — ny) l-——(——-—~——) z
v Uy 2]

Si consideramos el estado ¢, en un punto dado del espacio, por ejemplo,
para # = 0, resulta

c=2Acosn(n,—n,)isen%nni
Hemos obtenido una onda de frecuencia n y de amplitud variable.

Si hacemos n, = n, — n, y suponemos que 7, es muy pequeno res-
pecto a n, y n,, vy ademas hacemos

n, ny g

U, Us u

la anterior ecuacién se convierte en

z z
o =2Acosnn,|[t——Fsenlnn (tw——)
u ]
Esta ecuaciéon representa un tren de ondas de longitud indefinida
y de amplitud variable periddicamente. La amplitud «méaxima» se
propaga en la direccién del eje 2, con la velocidad u; pero esta es, en
general, distinta de v.
Segin esto, la onda

T
Yy, = A cosmwn, (t—-——)
Uy
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cuyos maximos se propagan «aisladamentes con una velocidad v,; y la

z
Y, = A cos 2n n, t——-—-)
Uy

cuyos maximos o amplitudes maximas se propagan con velocidad v,,
al sumarlas, o sea al interferirse, los puntos maximos o amplitudes
maximas se propagaran con las velocidades v y u, que en general seran
distintas a las que tenia cada onda por separado, vy ¥ v,.

Luego la relacion que existe entre una funcién de onda y sus puntos
maximos, o mejor dicho, la relacion que define el conjunto de puntos
maximos de una onda, en el espacio y en el tiempo, sufre una desviacién
al interferirse:

Supongamos que K, y K, son dos operadores que transforman a v,
en Uy a v, en u:

K,v, =v

K,v, = u

estos operadores seran las desviaciones producidas. Implicitamente
podemos expresar todo esto asi:

Si hacemos y; = ¢; V¥ J, = ¢, con la relacién R antes definida y la-
mando C, al conjunto de puntos maximos de ¢, y C, al de ¢,, tendremos

C, «Rvg, ; Cp Rrg,

(KiCiu K, Gy) R (@1 + 93)

donde -~ es el simbolo funcional caracteristico.

Efectivamente, siempre podremos elegir un conjunto de funciones
de onda que sean un grupo para la operacion binaria de sumar; por
otra parte, cada funciéon de onda determinara un subconjunto de puntos
maximos que se desplazaran con cierta velocidad (velocidad de la onda).
Las variaciones de dicha velocidad, producidas por interferencia, serdn
las variaciones de posiciéon de dichos maximos, por ende, las desviacio-
nes producidas. El conjunto de todos los puntos méximos del grupo de
ondas constituird, por consiguiente, un grupo «elativos.

Del estudio de las desviaciones en conjuntos relativos, podemos
deducir los fenémenos que se obtienen por interferencia de ondas. Tén-
gase en cuenta que en el fenémeno que acabamos de estudiar se produ-
cen ciertas «interacciones» entre puntos materiales relativos (puntos
méaximos de una onda) «que se explican sin necesidad de atribuirles
campos de fuerza». Podemos construir conjuntos de puntos de esta clase,
o sea definidos por relaciones cuyas interferencias produzcan toda clase
de desviaciones y «siempre que las cotas de la relacién que los define
sean iguales a las de la axiomdtica de la mecédnica que rija en dichos
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puntos las consecuencias légicas a obtener, ambas seran «equivalentes»
teniendo en cuenta el teorema 4; por ende, los mismos resultados se
-obtendrdan por interferencia de las funciones que sirvan de base a la
definiciébn de dichos puntos, que por resolucion de las ecuaciones que
determinen los campos de fuerza correspondientes.

Esto es importante si consideramos el actual estado de las ciencias
fisicas y vemos en fos conjuntos relativos una posible imagen puramente
matematica de los fenémenos fisicos, o lo que es lo mismo: «wuna formu-
lacion cimentada en una axiomatica puramente matematica de los fe-
némenos que parecen requerir hipotesis, axiomas o condiciones logicas
de indole fisica. Pero estas afirmaciones las hacemos unicamente a
titulo heuristico, pues no es este el tema a tratar en la presenie mono-
grafia.

XV
DESCOMPOSICION DE CONDICIONES LOGICAS

Dos condiciones logicas de una sola variable proposicional son com-
patibles, siempre que sus cotas no sean disjuntas. Esto se comprende
facilmente, pues si Ag; y AE, son dos de tales condiciones y E, v E, sus
cotas respectivas, dentro de la interseccion (E, N E,), cada elemento
satisface a la vez, Ae, y AE,, sin necesidad de exigir que ambas deter-
minen una misma correspondencia, como ocurre en las relaciones bi-
narias, ya que se refieren a una sola cota y dicha condicién no tiene
sentido

Dada una condicion légica AE, cuya cota sea E, recordando la defi-
nicién de cota, tendremos:

Para todo X:
(X += Ap) <> (X € E)
Supongamos que existen n condiciones logicas Ae,, Ar, ... Er,, cuyas
cotas son E,, E, . .. Ep, y tales que satisfacen las siguientes propiedades:
1.2 E contiene a todas las cotas E;, E, ... En, 0 sea:
E.CE ; E,CE ; ...EsCE

por consiguiente, de acuerdo con el teorema 5.°, cada una de las Ag,,
AE, ... implicard a la A=r:

(AE, A AEs A ... AEp) —— AE
2.2 Las AE,, AE, ... AE, satisfacen la siguiente relacién légica:
Para todo X:
(X = AEB) —> (X  Am)
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donde
B=12...n)
Esto quiere decir que todo elemento que satisface cualquiera de las

AE,;, AE, ... AEp deberd también satisfacer AE; por ejemplo: Si Py(z),
Py(z) ... Pn(x) son polinomios cualesquiera y P(z) es su producto:

P(z) = Py{z) %X Pylz) X ... Pr(x)
las raices de cualgquiera de los P,{z), P,(x) ... también serdn raices de
P(z); en otras palabras: 3i X, satisface alguna de las ecuaciones

Pg(z) =0 para (§ =1,2...n)

debera satisfacer también la ecuacién
Plz) = Py(z) X Py(z) ... X Pa(z) =0
cosa que deducimos del Teorema Fundamental del Algebra.
3.2 La reunién de las cotas E,, E, ... E, es igual a E:

UEn'—:E

n

Segun esto, el conjunto de las AE,, AE, . .. AEn serda equivalente a la A=.

Un conjunto de condiciones légicas, tales como las Ag,, AE, ... AEp,
que satisfacen las tres propiedades descritas, diremos que son una
«descomposicion de Ag».

Supongamos que existe un conjunto de formulas B, y un conjunto
de simbolos funcionales ¥, F2, Fs ... Fp, tales que cualquiera de las
composiciones o aplicaciones

Fm{(By, By...Bm, AE) para (m=1,2...n—1)

sea equivalente a la AE:

Fm (BI, Bz N Bm, AE) <> Ag

Las formulas compuestas

Fm (By, By ... Bm, AE)

diremos que son «semejantes» a la Ae y a los simbolos funcionales F,
Fz ... Fn los lamaremos «simbolos funcionales covariantes de Ags».

Ejemplo:

Si P(z) = 0 es una ecuacidn algebraica y Cn un conjunto de ntimeros
cualesquiera, las ecuaciones

Cn X P(z) =0 (1]
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seran equivalentes a la P{z) = 0, puesto que una ecuacién algebraica se
puede multiplicar por un numero cualquiera sin que se alteren sus
soluciones; por consiguiente las (1) seran semejantes a P(z) = G y el
simbolo funcional X (producto) serd el simbolo covariante.

Teorema 12.—Si AE,, AE, ... AEn es la descomposicion de n ele-
mentos de una condicién logica Ag, y cada condicién AE,, AE,. .. acepta
como simbolo covariante a un simbolo de n variables funcionales Fp
v las Aeg pueden ser semejanzas en la composicion Fa{AE;, AE, . .. AEn)

westa composicién» y la condicién légica AE serdn equivalentes, o sea:

Fn (AE,, AE, ... ARp) <> AE

Demostracion:

Segun la propiedad 3.2, todo elemento de E pertenecera a alguno
de los E,, E; ... Ep; por consiguiente, debera satisfacer a alguna de las
AE,, AE, ... AEn. Supongamos que e es uno de tales elementos, que,
ademds de satisfacer A=m, satisface AEB; por ende, deberd satisfacer la
composicion

Fn(AEl...AEB...An)

ya que ésta, por hipétesis, es una equivalencia de AEg, por ser Fn un
simbolo funcional covariante. Como se puede decir lo mismo de cual-
quier otro elemento de E, Ia cota de AE serd igual a la de Fr(AE,, AE,...
..« AEp), v como todas las condiciones logicas que intervienen son de
una variable proposicional y, por ende, compatibles; de acuerdo con el
teorema 4.9, las condiciones A y Fn{AE,, AE, ...) serdan equivalentes:

AE <> Fr{AE,, AE,... AEp)

que es lo que pretendiamos demostrar.

La descomposiciéon de una funcién en producto de Weierstrasse o en
serie de fracciones de Mitag-Lefter son casos particulares del presente
teorema, como habra intuido el lector a través de los ejemplos que hemos
citado en el presente capitulo. Considérese que, dado el cardcter abstrac-
to de este teorema, nos permite obtener aplicaciones en infinidad de
condiciones ldgicas y obtener descomposiciones de expresiones o férmu-
las cualesquiera.

Por ofra parte, de aqui podemos deducir importantes consecuencias
para el andlisis de las desviaciones determinadas en la relacién que de-
fine un conjunto relativo, como vamos a ver a continuacioén.
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XVli
EN TORNO A LAS DESVIACIONES

Dada una relacién binaria
ay, «R» bll

consideremos la axiomética que condiciona los elementos que pueden
satisfacerla en uno de sus miembros; por ejemplo: Supongamos que Ay
es la axiomdtica que determina o define los elementos capaces de satis-
facerla en su primer miembro, tendremos:
Para todo X:
(X + Ag) —— (X «R»)

Supongamos ahora que «R» es la definicién de un conjunto relativo
que tiene como base al conjunto b,; supongamos, también, que F es el
simbolo funcional caracteristico de dicha definicién; se pueden dar dos
casos:

1.0 Si F es covariante respecto a los ay, tendremos:

a“,"' Aa

a\) [ Aa
y de aqui que
Flay, ay) = Aa

de donde
Flay, ay) - «Bo

y, finalmente,
F(ay, ay) «R» (b, U by)

Luego podemos afirmar que cuando el simbolo funcional caracteris-
tico es covariante no se produce desviaciéon alguna.

2.0 Supongamos que el simbolo covariante para las ay, es un sim-
bolo funcional G distinto del caracteristico F, tendremos:

Flay, ay) & (Ky, b, U K, by)

v, por otra parte,
Glay, ay) «Ro» (b, U by)

uesto que {
P G+ F

I.as desviaciones Ku, K, que se pueden obtener pueden ser cuales-
quiera eligiendo convenientemente a los F y G. Esto no pone en condi-
ciones de determinar una axiomatica que implique, en todo espacio
fisico, las mismas consecuencias légicas, que las deducidas de una axio-
mética o hipétesis fisicas. Para ello basta aplicar convenientemente los
teoremas estudiados en la presente monografia sobre equivalencia e
implicaciones en condiciones légicas.
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SOBRE FUNCIONES CONTINUAS
EN EL CIRCULO

por

J. P, ViLapLana

Los teoremas que se refieren a funciones continuas sobre figuras del
espacio euclideo pertenecen a la Topologia y pueden demostrarse por
medio de métodos algebraicos topoldgicos, pero algunos de ellos se man-
tienen dentro de la geometria elemental, como courre en el caso que
exponemos aqui.

Sea un dominio circular cerrado K en el plane euclideo (Fig. 1). La
frontera de K es la circunferencia L. A una funcién ¢(P) en el plano eucli-

deo, definida para todo P ¢ K, la llamamos funcién continua en K. Un
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sentido positivo de recorrido nos orienta la circunferencia L y fija el
sentido positivo para la medida de dngulos.

Dados dos puntos, P, 0, ¢ K, definimos la dislancia o(PQ) como el
angulo ¢(O < ¢ < 2=x), que ha de girar Q en sentido positivo sobre L,
en torno al centro de K, para que coincida con P.

Estudiemos, a continuacién, el comportamiento de ¢ en L.

TEOREMA 1.—Si o(P) es continua en K, exisle, para cada dngulo
dado 9(O < ¢ < 2n) un par de punitos P, Q ¢ K en que la distancia ¢(PQ) =
= ¢ sobre L es fal que:

o(P) = 9(Q)

Flijamos A, B ¢ L, de modo que
o(P’’) = min ¢(P) PelL
o(P") = max ¢(P) PelL

Se verificara:

o(P'Q) = ¢(P"Q") = o
y entonces:
o(P) — ¢(Q) > 0

®(P”) — ¢(Q”) >0

Giremos ahora un par de puntos P, O « L, con 9(PQ) constantes
sobre L, de modo que primeramente coincidan con P’y O’ y después
con P y Q”. Para una posicion intermedia, se tendra:

o(P) —9(Q) =0
En los dos teoremas siguientes deduciremos el comportamiento
de ¢ en K, apoyandonos en su comportamiento en L.

TEOREMA II —Sean o(P) y $(Q) dos funciones continuas en K y un
angulo constante o0 < ¢ < 2x) lal que para cada par de puntos P, Q
que satisfacen a la relacién de distancia, se verifica que:

¢(Q) = — ¢(P)

$Q) = — ¢(P)

existe, entonces, un punio tal que:

o(P) = ¢(P) =0
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Demostrémoslo por reducciéon al absurdo. Supongamos que para
cualquier P ¢ K:

[e(P)}* + (P12 > 0

- >

- -
Definamos un vector no nulo { = {P) = ¢(P) & + ¢(P) y siendo
- >

z e y dos veclores unitarios ortonormales del plano, con lo que existe
ahora en K un campo vectorial continuo.

Sea P el centro de K y pasemos sobre un radio de Py a P, entonces
el vector correspondiente al punto en movimiento gira constantemente

— -

en cuanto que la funeidén direccion de #{P;) pasa a la de {(P). Si o (P) es
¢l angulo, medido en sentido positivo, que gira, en total, el vector del
campo, queda con « {P) una funcién univocamente definida en K y
continua en él, con w(P,) = 0 y guardando la [exigida invariabilidad
sobre todos los radios de K. Segun el teorema I, existe un par de puntos
P, 0 e L tales que ¢(PQ) = 0y o(P) = (@), de modo que los vectores

—

-
H{P) y HQ) son paralelos.

-
Pero de la definicion de ¥ P) y de la hipétesis del teorema resulta
— -—

que {(P) y {{Q) son opuestos, lo que estd en contradiccion.

TEOREMA IIL.—Sean ¢o(P), G(P) y x(P) lres funciones continuas
en K, y un dngulo constante ¢(0 < ¢ < 2x), de modo que para cada par
de puntos P, Q ¢ L, que cumplan la condicién de distancia ¢(PQ) = ¢,
se verifican las relaciones:

?(Q) = ¢(P)
WQ) = x(P)
x(Q) = o(P)

y exisle, entonces, un punlo P ¢ K, tal que:
o(P) = ¢(P) = x(P)

Procediendo de manera analoga a la del teorema anterior, tendre-
mos que para P ¢ K se verificaria siempre:

[o(P) — (P} + [WP) —x(P)]* > O

— -
Tomando el punto P como origen del vector | = {(P), se tendria:

~ >

[ = (P) = [o(P) — UP)] & + [U(P) —x(P] ¥

que engendraria asi en K un campo vectorial continuo, pudiendo ele-
~> -

girse un par de puntos P, Q ¢ L, de modo que los vectores {{P) y {Q) fue-

sen paralelos.
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—
Segun la forma de [ ha de verificarse:

A | e — ) ¢(P) — x(P) ’ _
9(Q) — ¥(Q) %(Q) —x(Q)
| ePy— wp) (P) — x(P) ‘ .
| o(P) —x(P) #(P) — o(P)

0 sea

—2 A = [¢(P) — UP)J* + [$(P) — x(P)]* + [x(P) — o(P)]*

lo que contradice lo supuesto.





