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EL METODO AXIOMATICO Y ALGEBRA
DE RELACIONES Y CONDICIONES LOGICAS

Por
Juan-Estepan ParoMar TaraNcoON
(Continuacion )
VII

RELACIONES IMPLICADAS E IMCOMPATIBLES

Cuando la existencia de una relacién «R» entre dos subconjuntos o
elementos ap y by implica la existencia de otra relacion «P» entre dos
subcorijuntos diferentes, Cu y dp, ambas serdn incompatibles, pues
estan referidas a elementos distintos. Sin embargo, tanto la relacion
implicada como sus miembros vendran deferminados por la relacion
implicante. De esta forma, tendremos:

relacion implicante: ap «R» by

relacion implicada: Gy «P» dp.

Los miembros Cp. v dp. de la relacion implicada no pueden ser cuales-
quiera, pues entonces esta seria indefinida, su campo de existencia ili-
mitado, por ende, existiria siempre, aun siendo falsa la relacion impli-
cante; por consiguiente, las cotas de «P» admitirdn una definicién, o sea
que satisfacen un conjunto de condiciones logicas con caracter exclusivo.
Como estas condiciones logicas definirdn Cup y dp, partiendo de los ele-
mentos implicantes ap. y by, seran condiciones légicas de dos variables
proposicionales, o sea: «relaciones binarias» y que llamaremos «relacio-
nes determinantes de la relacién implicadar. Supongamos que para «R»
dichas relaciones son «K» y ¢H», tendremos:

Cup «K» ap ; bp «Hr dp ,
Cu «P» dp.
Esto lo podemos expresar también asi:

{(Cu = ) A (dp = Hp)} —— {{Cp A dp) = P}
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Teorema 6.° Si los elementos de ap y de bp estdn en relacién «R»
y los de Cu. y de dy. en relacion «P», ambas relaciones son acotadas o de-
finidas e incompatibles y «R» implica «P», cada Cyp estaria en relacién
«K», con cada ay, y cada bp en relacion «H» con cada dy, y tanto «Kb»
como «H» seran definidas y dependeran de «Ro.

Demostracién:

Si el primer miembro ap. de la relacién implicante «R» y el primer
miembro de la implicada Cy, no estuvieran en relacién defnida

Cp «(K» ap.

esta relacién podria ser satisfecha por cualquier elemento imaginable vy,
por ende, la relacién implicada «P» en su primer miembro, por 1o menos,
también seria satisfecha por cualquier elemento imaginable, consiguien-
temente, seria indefinida, lo que estd en contra de la hipotesis dada.

De acuerdo con el anterior teorema y encadenando las relaciones
«K», «R» y «Hb», tendremos:

—~

Cp «Ky ap «Ry bp «H» dp 1

Si consideramos la expresién encerrada bajo la llave, o sea:

e st R
«K» ap. «R» by «H»

como relacién binaria compuesta de «K», «R» v «H», y la lamamos «S»:

e R e e G
«K» ap «R» bp «Hpy = «S»

tendremos, sustituyendo en {17:

Cu «S» dp
Cp «P» dp.

«S» y «P» son compatibles, pues se refieren a los mismos elementos, Cp
¥y dp, por ende, satisfacen los teoremas 4.0 y 5.0. Segin esto, deducimos
el siguiente

Teorema 7.° Si A y B son las cotas de una relacién definida «R» y
C y D las de otfra relacion definida «P», ambas son incompatibles, la re-
lacién «R» implica «P», y «K» y «H» son las relaciones determinantes de
la implicada, la primera cota de «K» y la segunda de «H» estardn en las
cotas correspondiente de la relacion implicada «P».
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Demostracion:
Por una parte tendremos:
Cu «K» ap ; bu «Hy du ;
ap «R» bp ; Cu «P» dp y «By —— «P»

encadenando las «Kb», «R» y «H», obtendremos:

g
Krap Ry bu ¢Hy = «S» y Cp S»rdp,
también serd «S» —— «P», pues contiene a «R».

Como acabamos de ver, son compatibles, por ende, segin el teo-
rema 4.9, las cotas de «P» contendran a la primera cota de «K» y a la
segunda de «H», que es lo que pretendiamos demostrar,

VIII
COTAS RELATIVAS DE UNA CONDICION LOGICA

Anteriormente definimos el concepto de «cota» de una condiciéon
légica, como el conjunto de todos los elementos que la satisfacen. Estas
cotas las calificaremos de absolutas, pues fuera de ellas, por definicion,
no puede existir ningin elemento que pueda satisfacer la condicion
l6gica dada.

Cotas relativas.—Dado un conjunto definido E y una condicién 16-
gica P, llamaremos «ota relativa de P en E» al conjunto de fodos los
elemenlos de E que la satisfacen.

Segun esta definicion, si A es la cota absoluta de una condicioén 16-
gica P, la cota relativa en un conjunto E serd la interseccién de A y E:

Cotaen EdeP = AnE

Los teoremas 4.9, 5.0, 6.2 y 7.° se pueden considerar restringidamente
dentro de un conjunto definido E, cosa que podemos comprobar apli-
cando las demostraciones de dichos teoremas, considerando Gnica y ex-
clusivamente los elementos de E.

Por ejemplo:
1.0 Si «R» implica «P» para los elementos de E, o sea dentro del

conjunto E, las cotas relativas de «R» en E estarédn contenidas en las
cotas relativas de «P» en E, segtin ¢l teorema 4.°

2.0 Si «R», en general, implica «P»; pero sus cotas relativas en E son
iguales, dentro del conjunto E, dichas relaciones seran equivalentes;
pero no lo serdn en general.

Todo esto lo puede comprobar el lector, repitiendo las demostracio-
nes dadas, en general, para los teoremas 4.9, 5.9, 6.9 y 7.9; pero limitan-
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dolas inicamente a los elementos de un conjunto dado I, por lo que no
creemos necesario dar mas detalles.

A partir de estos resultados nos encontramos ya en condiciones de
efectuar el andlisis de la l6gica de predicados y calculo proposicional
de primer y segundo orden de conjuntos definides y absolutamente
definidos, tal como veremos en lo sucesivo.

IX
CONJUNTOS ABSOLUTAMENTE DEFINIDOS

Diremos que un conjunto es absolutamenie definido cuando Io sean,
a la vez, todos sus subconjuntos y, por ende, todos sus elementos; por
consiguiente, un conjunto «absolutamente definido» E satisface las si-
guientes propiedades:

1. E es numerable.

2. E tiene una definicion constituida por un conjunto de condi-
ciones logicas (P,, P, ... Po), tales que para todo X sea:

{X~ (P, P;...Po)} —> (X € E)

3. Cada subconjunto constituide por elementos de E, ademis de
satisfacer las (P,, P, ... Po), satisface con cardcter exclusivo otras con-
diciones (M;, M, ... M) que, junto con las (P;, P, ... Po) constituirdn
lIa definicion de dicho subconjunto; por ende, serda un subconjunto de-
finido y tendrad por definiciéon a la reuniéon de condiciones légicas:

(P, Py...Ps) U (My, M,...M)

4. Cada elemento ey de E es definido, o sea satisface unas condicio-
nes logicas con caracter exclusivo. Si llamamos (N,, N, ... NB) a dichas
condiciones légicas, la definicion Aeu del elemento ey serd:

Aep = (P, P,...Ps) U (N, N,...Np)

Esto quiere decir que cada elemento de E se puede distinguir de
cualquier otro, por satisfacer, con caricter exclusivo, un conjunto de
propiedades, que constituyen su definicién; por ende, forzosamente,
y como hemos dicho anteriormente, el conjunto E serd numerable.

Relaciones-Teoremas en un conjunio absolutamente definido.—FEn el
capitule IIT vimos como todo resultado légico valido para todos los
elementos de un conjunto E, tiene que ser consecuencia légica de su axio-
matica AE. Segun esto, la axiomatica Ae de E «mplica» todas las demas
consecuencias 16gicas satisfechas por fodos los elementos de E. Si recor-
damos el enunciado del teorema 4.9, las cotas de todo teorema o relaciéon-
teorema, implicado por AE, deberan contener a las cotas de Ag; pero las
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cotas de Ag sc reducen al conjunto E, ya que Ag, segun hemos visto,
es la definicién de E; por ende, todo teorema o relacion-feorema satis-
fecho por todos los elementos de E, tendran como cotas a conjuntos que
contienen E.

No ocurre asi con teoremas satisfechos unicamente por subconjuntos
de E, o sea con consecuencias logicas de segundo orden, pues si E, es un
subconjunto de E, y P, una condicion légica o teorema satisfecho uni-
camente por E,, las cotas, tanto de Ae como de cualquier condicion o
teorema, consecuencia logica de Ag, contendran al subconjunto E, de E;
por ende, P, «implicard», segun los teoremas 4.0 y 5.2, tanto a Ag como
a cualquier condicién o consecuencia légica implicada por Ag. Segun
esto, vamos a investigar las clases y nimero de condiciones logicas de-
ducidas o implicadas, o sea de relaciones-teoremas, que son posibles
dentro de un conjunto absolutamente definido.

Si Aey, es la definicion del elemento e, de un conjunto absolutamente
definido E, y Ae, 1a de otro elemento e,, segtn el teorema 2.9, la inter-
seccidbn Aep N Ae, definird a un subconjunto Epv de E, que contiene
a la reunién

ep Uey,
0 sea:
(e Uey) - (Ae“ N Ag) [1]
Luego, esta relacidn légica seréd un teorema de Prop (E).

De forma andloga tendremos, aplicando sucesivamente el teorema
segundo:

Siey, ey 65...ens0nelementosde Ey A, A, ... Aen son sus de-
1 2
finiciones correspondientes:
(Uen) ~ (N Ag) [2]
n n

serda un teorema de Prop (E).

Cuando en N A, se realice la interseccion de las definiciones de todos
n
los elementos de E, sera

N Ag, = (P, Py...Po) = A
n

entonces llegamos a la definiciéon o axiomatica satisfecha por todos los
elementos de E.

Meétodo inverso: Si Ef}, E§ ... Eg son subconjuntos de E, consti-
tuidos por n elementos, y Agn. AEn ... AEgn, sus definiciones respec-
1 2 8

tivas, segun el teorema 1., tendremos:
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(E’;n E’;) - (AEZUAEI‘})

Esta relacion l6gica serd un teorema de Prop (E). Aplicando este proce-
dimiento sucesivamente, tendremos la expresion general:

(555) - (522t)

Cuando las intersecciones N Eg se reduzcan a un solo elemento de E,

B

U Agn serd la definicion de dicho elemento, o sea

(uEg o (ﬂAE'é__ Aeu)

Por este segundo método obtendremos los mismos t{eoremas que
por el primero, aunque de forma inversa.

Cuando dos condiciones logicas o relaciones-teoremas de Prop (E)
no sean la una consecuencia légica de la otra, o lo gue es lo mismo,
cuando no se impliquen, diremos que son «independientes».

Teorema 8.° La expresion

Ue naA
(o ) - (% en)

contiene a todos los teoremas o condiciones l6gicas deducidas & inde-
pendienies de Prop(E), o sea las cuales son consecuencia logica de la
axioméatica satisfecha por E.

Demostraciéon:

Las cotas de toda condicién l4gica implicada P satisfecha por todo
elemento de E, segun el teorema 4.°, deberan contener a las cotas de la
condicién o relacion-teorema implicante; ahora bien, en la expresion

U ep
n

estdn representados todos los subconjuntos de E, dando todos los valores
posibles al indice n; por ende, cualquier condicion légica satisfecha por
elementos de E, tendra sus cotas en U en, ¥ por ende, serd equivalente
a alguno de los teoremas

Ue naA
(n ) ¥ (2 %)

(1) Nora: Téngase en cuenta que la definicién de un elemento e dE
esta constituida por la reunién de la axiomdtica (P, ... Ps) de E, maslas
c?ndxcmnes légicas (M; M, ... M) satisfechas exclusivamente por dicho
elemento.

(2) Nota. Por U e, expresamos e, Ue, ... Uen, ¥ por Nen. enfl g0 ...
. Nen. n n
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Segun esto, cualquier condicién légica, cuya cota tenga un subconjunto
E, de E y que sea satisfecha por mds de un elemento de E, estard impli-
cada por las condiciones logicas que definen el subconjunto E,, ya que
sus cotas lo contienen,

Ejemplo: Dos grupos del mismo orden n satisfacen la axiomatica
general de grupo; pero las condiciones logicas que definen cada uno de
sus elementos no son otra cosa que su tabla de multiplicar. Solo en ella,
cada elemento tiene unas propiedades o comportamiento que lo distin-
guen de los demds; por consiguiente, la tabla de multiplicar de un grupo
implicarda cualquier consecuencia légica satisfecha por todos los elemen-
tos del mismo o por cualquier subconjunto; consecuentemente, los
grupos del mismo orden y que tienen la misma tabla de multiplicar,
o sea, que son «isomorfos», satisfacen las mismas propiedades. Cosa que,
por otra parte, es bien conocida en el estudio y analisis de los grupos
isomorfos.

X
CONDICIONES LOGICAS DE N -VARIABLES

Los teoremas 1, 2 v 3 se refieren a condiciones légicas de una variable
proposicional, o sea de una cota. En el capitulo anterior hemos deducido
algunos resultados légicos, partiendo de dichos teoremas. No obstante
vamos a formular las correspondientes generalizaciones de los mismos,

para condiciones légicas o relaciones definidas de n variables propo-
sicionales:

Una relacion definida «Rn» con n variables tendria también n cotas,
precisamente los n conjuntos que la satisfacen representando el papel
de variables de dicha relaciéon. A partir de estos conceptos deducimos
los siguientes teoremas:

TeoreEMA 9.—Si «Rny es una condicién logica de n variables propo-
sicionales y sus cotas correspondientes son los conjuntos A, Ay, ... Ap;
y Pn es otra condicidn 1égica, también de n variables, cuyas cotas son
B, B; ... Bn, siempre que «Rm y «Pm» sean compatibles, su reunién o
composicién «Rny U «Pm» definird a las «intersecciones» de sus cotas
correspondientes.

Demosiracion:

Por una parte, tendremos:

{A;AA;...AAR) = (Bm} 5 {(ByABy...ABn)+ P}
ahora bien, seguiin la definiciéon de cota, tendremos para todo X, X, ... Xn
(X AaXoa Xy ) = R} — {(X; €A)) A (X, € Ay) ... (Xn € Ap)}
luego, si hacemos

AlnBl=61;A2nB2=62...Anan=Gn
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tendremos
e; €A, 5 e, €AM;....en€Ap

luego,
{lexney...en) - «BRm}

Por la misma razén, sera
{{exae,...Aen) - P}

ya que los ¢,, €, . .. en también pertenecen a los B,, B, ... Bn corres-
pondientes; luego dichas intersecciones, e,, €, . ... en, satisfacen a la
vez «Rm y «Pm, como ademds éstas son por hipétesis compatibles, se
puede efectuar la reunién

{{exney ... Aen) - (R U Py}

Teorema 10: 3i «Rn» y «Pmy son condiciones l6gicas con n variables y
Ay, Ay, .. Any By, B, ... Bn sus cotas correspondientes, siempre que
las «Rm y las «Pny contengan algo en comun, o sea que su interseccion
no sea vacia, dicha interseccién, «Rmy 0 «Pnry, definird a n conjuntos
Cy, Gy Gy ... en, que contendran a las reuniones

(ALUB,) ; (A,UB,)...(AnUBy).

Demostracion:
Por una parte, tendremos:
{{ALa A, .. An) = «Rm} {13

por ofra parte, seré:
{{(ByAaB,...ABn) - «Pm} [2]

Si «Rm esta constituida por una serie de condiciones légicas ele-
mentales

M, M,... Mo

0 sea:
(Rm = (M, UM, UM,...U Moq)

Yy «Pn» por las
N,;, N,, ... Np

O sear
Pmy = (N, UN,...U Ny

y dichas series no son disjuntas, serd
(«Rny N «Pry) = ¢Hny

Las A,, A, ... Ap satisfacen «Hm segtn la [1], pues «Hn» estd con-
tenida en «Rn»; por la misma razén, las B,, B, ... B, también satis-
facen «Hnm», ya que ésta también pertenece a «Pn»; luego, las A; A, A; ..
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... An ylas By, B, ... Bp satisfacen, a la vez, a las condiciones «Hm;
por ende:

{{A;UB)A{AUB,) ... (An U Bp)} = «Hm
o, lo que es lo mismo,
[(A;UB)A{A, UB,)...A(AnU Bp)] = («Rm N Pm)

Si las cotas de (sRm N «Pm») son los conjuntos Gy, G, ... Cn, forzosa-
mente serd, segun la definicion de cota:

(A;UB)CC, ; (A;UB)CCy....(AnUBRpC Cn

que es lo que pretendiamos demostrar.

Limitémonos a condiciones logicas que sean «relaciones de dos va-
riables»:

Si sRp, «Ry, «Rp . ... «Rn» son relaciones de esta clase, cuyas
cotas, A; Yy B, A, Yy By, Ay 7B, Ay, y Byt Any Bp, son todas sub-
conjuntos de un conjunto absolutamente definido E, y todas estas rela-
ciones son compatibles, segun el teorema 9, tendremos:

[N Ar) A (N Ba)] = (U «Rm)

Cuando las

vy las

se reduzcan a un solo elemento, habremos obtenido la definicién de los
elementos de E por medio de relaciones binarias. Segun esto, sera:

(NAp) «R;,UR,...URm (N By
n n
o, en forma implicita,
(ﬂ An) «WU Rn» (n Bn)
n n n

Método inverso:

Si «Rn» son las relaciones binarias acotadas que definen cada par
de elementos de un conjunto absclutamente definido E, aplicando el
teorema 10, obtendremos:

[(U An) A (U Bn)] = (N «Rn»)
n n n
0, lo que es lo mismo,

(U An) «N Rn» (U Bn)
n n n

cuando U Ap = UBn = E,
n

n

N «Rn» serd la definicién de E.
n
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EN TORNO A LAS DEFINICIONES DE COTA

Una condicién légica o relacion definida, de n variables proposicio-
nales, tiene, efectivamente n cotas. Dicha relacion define a dichas cotas;
pero si A es una de estas cotas, siempre que exista un conjunto de con-

diciones logicas (M; M, ... Mo) que tenga también como cota al con-
junto A, podremos tomar a las (M;, M, ... Mo) como definicion del
conjunto A.

Consideremos una relacién binaria «R», cuyas cotas son A y B, y éstas
admiten también como definiciones a los conjuntos de condiciones
logicas (M4, M, ... Mo) para A y (N,, N, ... Nx) para B.

Pueden darse tres casos:

1. El conjunto (M;, M, ... Mo) contiene al G N, N,,...N1) =
= (N, N,...N=s) e(M;, M, ... Mo) [1]

En este caso, la existencia de las (M,, M, ... Mo) implicara la de las
(Ny, Ny ... N7):

(M, My,...Mo) € (N;,, N;... N7)

* puesto que, siendo (N,, N, ... N<) una parte de (M;, M, ... Mo), al
decir que existen las (M,, M, ... Mo), implicitamente se entiende que
también existen sus partes, y entre ellas (N,, N, ... Na).

Si recordamos el teorema 3, el conjunto B, definido por (N,, N, ...)
debera contener al conjunto A, definido por las (M,, M, ... Mn), te-
niendo en cuenta que sus definiciones satisfacen la relacion [1].

Efectivamente, de acuerdo con el teorema 4, debe ser asi, pues si

(M, M, ... Mo), como hemos visto, implica (N, N, ... N7), la cota B
de ésta debera contener a la cota A de la implicante.
AeB

Cuando sea (M,, M, ... Mo) = (N,, N, ... Nt) ambas seran equi-
valentes.

2.0 Los conjuntos de condiciones 16gicas (M,, M, ... Mo) y (N, N, ...
. Nt) o son disjuntoss:

(My, M, ... M) N (N, N;...Nt) = E # &

En este caso los conjuntos A y B seran afines. Ambos se pueden con-
siderar como subconjuntos del conjunto que define la interseccion E.

3.0 Los conjuntos (M, M, ... Ms) y (N, N, ... Nz) son disjuntos:
(My, My...Mo) N (N, N;...N7) =

Conjuntos afines.—Si «R» es una relacién compuesta y acotada que
es satisfecha por dos subconjuntes, Ay y A,, de un conjunto A:

A, Rv A,
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y «P» es una relacion, también compuesta y definida, que es satisfecha
por los subconjuntos B, y B, del conjunto B:

B, «P» B,

siempre que A y B sean afines, las «R» y «P» no seran disjuntas, o sea
contienen un subconjunto «S» de condiciones logicas en comiin, lo cual
quiere decir que sera:

«R NPy = («Ro) N (Pr) = S»
y, recordando el teorema 10, tendremos:
(A; UB,) «RNPr»(A, UB,) 1]
Esto significa que, si las cotas de «R» estan en A y las de «P» estén
en B, las cotas de («R N P» estaran en (A U B); por ende, «R N P»es una

relacion que es satisfecha a la vez e indistintamentie por elementos de
A y de B,

Teorema 11.—Si A estd en relacion «R» con B, siempre es posible de-
terminar dos relaciones, <Ry y «Ry, ¥y un conjunto C, afin con A y
con B, a la vez, tales que:

ARBpC«Rp»B

Demostracion:

Supongamos que (M;, M, ... Mo) es el conjunto de condiciones 16-
gicas que define A, y (N,;, N, ... Nr) la definiciéon de B, tomemos un
subconjunto M de (M, ... ) y otro N de (N,. . .). Su reuniéon

(MUN) = K
definird un conjunto C afin con A y con B, pues sera
(M, M,..)NK =M

(N, N; ... )N K =N

Entre los conjuntos A y C, por ser afines, es posible determinar rela-
ciones «Ry» por interseccion, de acuerdo con la férmula {1]: por la mis-
ma razén, entre G y B también existiran relaciones «R,», ya que también
C y B son afines; luego tendremos:

A «Rp C
C«Ry» B
Encadenando estas relaciones obtendremos la expresion:

ARBp CBp B

Lema de inlerpolacién.—Llamemos «R,» al conjunto de todas las
relaciones que son satisfechas por A y C, de la forma descrita en el pa-
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rrafo anterior; y «Rp al conjunto de relaciones satisfechas por C y B.
Siempre que «Rp v «R,» no sean disjuntas, a cualquier relacion «3»,
perteneciente a la interseccion «R, N R,», entre A y B se le puede inter-
polar un conjunto C, afin con A y B.

Estos es facil de demostrar: Supongamos que «S» es una de tales re-
laciones

A ¢S B

como «S» pertenece a «R,», también sera

4

A S» G
como «3» también pertenece «R,» serd, por la misma razén
C¢S»B

encadenando estas dos relaciones obtendremos:
A CS»B
Por otra parte, esto implica gue «S» sea transitiva en (A U C U B).

Las interpolaciones entre relaciones o simbolos funcionales juegan
un papel muy importante dentro de los capitulos de la Logica Matema-
tica y Calculo Proposicional. Por sjemplo, en G. Kreisel podemos en-
contrar el siguiente:

Lema de interpolaciébn.—«Si A v B e.t un théoréme de Prop.(p), il
exisle une formule C dont toutes les variables propositionnelles sont com-
munes & A et B et lelle que Av C et - C v B soient des théorémes de Prop.(p).

Par recurrence sur le nombre K de variables propositionnelles qui
sont dans A sans élre dans B. Si K = O il suffit de poser C = =1 A; sup-
posons le lemme demoniré pour K = n — 1 et soit A une formule lelle que
A v B soit un théoréme et qui ail exactement n variables propositionnetles
qui ne soient pas dans B. Soit P l'une de ces variables, soient A, el A, les
formules oblenues en substituant T et La P dans A. A,v B,et A;v B son
des théorémes, donc (A, A A,) v B est un théoréme anquel on peut appliquer
Phypothése de recurrence. On obtient ainsi une formule G telle que (A A A) v
v G el (= G) v B soient des théorémes. De la definition de A, el A, il résulte
que A v C est un théoréme.

En remplagant A par = A on obtient I'enoncé suivani:

Si A — B esi un théoréme de Prop.(p) il exisle une formule C dont
les variables propositionnelles sont communes @ A et B ei lelle que A - C
et C — B soient deux théorémes.»

Hasta aqui G. Kreisel.

Este lema se reduce al simbolo funcional v y a la relacién implicativa
e indefinida —; mientras que el que demostramos anteriormente es
vélido para cualquier relacion definida y transitiva en (A U C U B).
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Aplicando sucesivamente este lema y siempre que la relaciéon a la
cual se aplica lo permita, obtendremos las siguientes expresiones:
A dF» B
A« Ry Gy «R» B
AdRrCyR» G R» B

AR Car«RyCpry...C P> B

(Conitinuard }





