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EL METODO AXIOMATICO y ALGEBRA
DE RELACIONES Y CONDICIONES LOGICAS

Por

JUAN-EsTEBAN PALOMAR TARANCON

(Continuación)

VII

RELACIONES IMPLICADAS E IMCOMPATIBLES

Cuando la existencia de una relación «R,) entre dos subconjuntos o
elementos a[.L y b[.L implica la existencia de otra relación «P» entre dos
subconjuntos diferentes, C[.L y d[.L, ambas serán incompatibles, pues
están referidas a elementos distintos. Sin embargo, tanto la relación
implicada como sus miembros vendrán determinados por la relación
implicante. De esta forma, tendremos:

relación implicante: a[.L «R» b[.L

relación implicada: C[.L «P» d[.L

Los miembros C[.L y d[.L de la relación implicada no pueden ser cuales­
quiera, pues entonces esta sería indefinida, su campo de existencia ili­
mitado, por ende, existiria siempre, aun siendo falsa la relación ímplí­
cante; por consiguiente, las cotas de (,P» admitirán una definición, o sea
que satisfacen un conjunto de condiciones lógicas con carácter exclusivo.
Como estas condiciones lógicas definirán C[.L y d[.L, partiendo de los ele­
mentos implicantes a[.L y b[.L, serán condiciones lógicas de dos variables
proposicionales, o sea: «relaciones binarias» y que llamaremos «relacio­
nes determinantes de la relación implicada». Supongamos que para «R»
dichas relaciones son «K» y «H», tendremos:

Esto lo podemos expresar también así:
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Teorema 6.° Si los elementos de a[J. y de b[J. están en relación «R»
y los de C[J. y de d{L en relación «P», ambas relaciones son acotadas o de­
finidas e incompatibles y «R» implica «P», cada C{L estará en relación
«K,), con cada a{L, y cada b[J. en relación «H» con cada d{L, y tanto «K»
como «H» serán definidas y dependerán de «R».

Demostración:

Si el primer miembro a[J. de la relación ímplícante «R» y el primer
miembro de la implicada C{L, no estuvieran en relación defnida

esta relación podría ser satisfecha por cualquier elemento imaginable y,
por ende, la relación implicada «P» en su primer miembro, por lo menos,
también sería satisfecha por cualquier elemento imaginable, consiguien­
temente, sería indefinida, lo que está en contra de la hipótesis dada.

De acuerdo con el anterior teorema y encadenando las relaciones
«K», «R» y «H,), tendremos:

------- [lJ

Si consideramos la expresión encerrada bajo la llave, o sea:

como relación binaria compuesta de «K,), «R,) y «H,), y la llamamos «S»:

tendremos, sustituyendo en [1]:

C[J. «S» d{L
y

«S» y «P,) son compatibles, pues se refieren a los mismos elementos, C[J.
y d{L, por ende, satisfacen los teoremas 4.° y 5.0. Según esto, deducimos
el siguiente

Teorema 7.° Si A Y B son las cotas de una relación definida «R» y
C y D las de otra relación definida «P», ambas son incompatibles, la re­
lación «R,) implica «P», y «K» y «H» son las relaciones determinantes de
la implicada, la primera cota de «K» y la segunda de «H» estarán en las
cotas correspondiente de la relación implicada «P»,
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Demostración:

Por una parte tendremos:

CtL (,K.> atL ; btL «H» du ;

atL (,R.> btL ; Cu «P.> dtL y (,R.> --+ «P.>

encadenando las «K.>, «R.> y (,H», obtendremos:

----------«K» a¡L (,R» bu (,H» = «s.> y C¡L «S» d¡L ,

también será «S.) --+ (,P.>, pues contiene a (,R.).

Como acabamos de ver, son compatibles, por ende, según el teo­
rema 4.0 , las cotas de «P.) contendrán a la primera cota de (,K» y a la
segunda de «H.), que es lo que pretendíamos demostrar.

VIII

COTAS RELATIVAS DE UNA CONDICION LOGIeA

Anteriormente definimos el concepto de «cotas de una condición
lógica, como el conjunto de todos los elementos que la satisfacen. Estas
cotas las calificaremos de absolutas, pues fuera de ellas, por definición,
no puede existir ningún elemento que pueda satisfacer la condición
lógica dada.

Cotas relativas.-Dado un conjunto definido E y una condición ló­
gica P, llamaremos «cota relativa de P en E» al conjunto de todos los
elementos de E que la satisfacen.

Según esta definición, si A es la cota absoluta de una condición ló­
gica P, la cota relativa en un conjunto E será la intersección de A y E:

Cota en E de P = A n E

Los teoremas 4.°, 5.°, 6.° Y 7.° se pueden considerar restringidamente
dentro de un conjunto definido E, cosa que podemos comprobar apli­
cando las demostraciones de dichos teoremas, considerando única y ex­
clusivamente los elementos de E.

Por ejemplo:
1.0 Si «R.) implica «P.) para los elementos de E, o sea dentro del

conjunto E, las cotas relativas de «R.> en E estarán contenidas en las
cotas relativas de (,P.) en E, según el teorema 4.°

2.° Si «R.>, en general, implica «P»; pero sus cotas relativas en E son
iguales, dentro del conjunto E, dichas relaciones serán equivalentes;
pero no lo serán en general.

Todo esto lo puede comprobar el lector, repitiendo las demostracio­
nes dadas, en general, para los teoremas 4.°, 5.°, 6.° Y 7.°; pero limitán-
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dolas únicamente a los elementos de un conjunto dado E, por lo que no
creemos necesario dar más detalles.

A partir de estos resultados nos encontramos ya en condiciones de
efectuar el análisis de la lógica de predicados y cálculo proposicional
de primer y segundo orden de conjuntos definidos y absolutamente
definidos, tal como veremos en lo sucesivo.

IX

CONJUNTOS ABSOLUTAMENTE DEFINIDOS

Diremos que un conjunto es absolutamente definido cuando lo sean,
a la vez, todos sus subconjuntos y, por ende, todos sus elementos; por
consiguiente, un conjunto «absolutamente deñnido» E satisface las si­
guientes propiedades:

l. E es numerable.

2. E tiene una definición constituida por un conjunto de condi­
ciones lógicas (P1l P a, ... Pe}, tales que para todo X sea:

{ XI- (P¡, r-, ... Pa) } --+ (X E E)

3. Cada subconjunto constituido por elementos de E, además de
satisfacer las (P¡, P, ... Pe), satisface con carácter exclusivo otras con­
diciones (M1, M, ... Me) que, junto con las (Pl' P, ... Pe) constituirán
la definición de dicho subconjunto; por ende, será un subconjunto de­
finido y tendrá por definición a la reunión de condiciones lógicas:

(P1' P, ... Pe) U (M1, M, ... Me)

4. Cada elemento e¡.t de E es definido, o sea satisface unas condicio­
nes lógicas con carácter exclusivo. Si llamamos (N l' Na ... N(3) a dichas
condiciones lógicas, la definición Ae¡.t del elemento e¡.t será:

Ae¡.t = (P¡, P, ... Pe] U (N 1, Na· .. N(3)

Esto quiere decir que cada elemento de E se puede distinguir de
cualquier otro, por satisfacer, con carácter exclusivo, un conjunto de
propiedades, que constituyen su definición; por ende, forzosamente,
y como hemos dicho anteriormente, el conjunto E será numerable.

Relaciones-Teoremas en un conjunto absolutamente definido.-En el
capitulo III vimos como todo resultado lógico válido para todos los
elementos de un conjunto E, tiene que ser consecuencia lógica de su axio­
mática AE. Según esto. la axiomática AE de E «implica» todas las demás
consecuencias lógicas satisfechas por todos los elementos de E. Si recor­
damos el enunciado del teorema 4.°, las cotas de todo teorema o relación­
teorema, implicado por AE, deberán contener a las cotas de AE; pero las
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cotas de As so reducen al conjunto E, ya que As, según hemos visto,
es la definición de E; por ende, todo teorema o relación-teorema satis­
fecho por todos los elementos de E, tendrán como cotas a conjuntos que
contienen E.

No ocurre así con teoremas satisfechos únicamente por subconjuntos
de E, o sea con consecuencias lógicas de segundo orden, pues si El es un
subconjunto de E, y P, una condición lógica o teorema satisfecho uni­
camente por El, las cotas, tanto de AE como de cualquier condición o
teorema, consecuencia lógica de AE, contendrán al subconjunto El de E;
por ende, P l «ímpücará», según los teoremas 4.° y 5.°, tanto a As como
a cualquier condición o consecuencia lógica implicada por As. Según
esto, vamos a investigar las clases y número de condiciones lógicas de­
ducidas o implicadas, o sea de relaciones-teoremas, que son posibles
dentro de un conjunto absolutamente definido.

Si Ae!J. es la definición del elemento eJ1. de un conjunto absolutamente
definido E, y Aeula de otro elemento eu, según el teorema 2.°, la inter­
sección AeJ1. n Aeu definirá a un subconjunto E!J.u de E, que contiene
a la reunión

o sea:
(e" U eu) 1- (Ae n Ae )

r !J. u [1]

Luego, esta relación lógica será un teorema de Prop (E).

De forma análoga tendremos, aplicando sucesivamente el teorema
segundo:

Si el' e., e• . . . en son elementos de E y Ae Ae ... Ae son sus de-
l, 2 n

finiciones correspondientes:

[2]

será un teorema de Prop (E).

Cuando en n A en se realice la intersección de las definiciones de todos
n

los elementos de E, será

n Aen = (Pll p •... Pcr) = As
n

entonces llegamos a la definición o axiomática satisfecha por todos los
elementos de E.

Método inverso: Si E1, E2... E~ son subconjuntos de E, consti­

tuidos por n elementos, y As n . Asn ... As n, sus definiciones respec-
1 2 ~

tivas, según el teorema 1.0, tendremos:
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(E~nE~)1- (AE~UAEe)

Esta relación lógica será un teorema de Prop (E). Aphcando este proce­
dimiento sucesivamente, tendremos la expresión general:

Cuando las intersecciones n E~ se reduzcan a un solo elemento de E,
~

U AEn será la definición de dicho elemento, o sea
~ ~

Por este segundo método obtendremos los mismos teoremas que
por el primero, aunque de forma inversa.

Cuando dos condiciones lógicas o relaciones-teoremas de Prop (E)
no sean la una consecuencia lógica de la otra, o lo que es lo mismo,
cuando no se impliquen, diremos que son «independientes».

Teorema 8.° La expresión

(~ en) 1- (~A en)

contiene a todos los teoremas o condiciones lógicas deducidas e inde­
pendientes de Prop(E), o sea las cuales son consecuencia lógica de la
axiomática satisfecha por E.

Demostración:
Las cotas de toda condición lógica implicada P satisfecha por todo

elemento de E, segun el teorema 4.0, deberán contener a las cotas de la
condición o relación-teorema implicante; ahora bien, en la expresión

U en
n

están representados todos los subconjuntos de E, dando todos los valores
posibles al índice n; por ende, cualquier condición lógica satisfecha por
elementos de E, tendrá sus cotas en U en, y por ende, será equivalente
a alguno de los teoremas n

(~ en) 1- (~A en)

(1) NOTA: Téngase en cuenta que la definición de un elemento e[J. dE
está constttuída por la reunión de la axiomática (Pl' .. Pe) de E, más las
condiciones lógicas (Ml M•... Mr ) satisfechas exclusivamente por dicho
elemento.

(2) NOTA. Por U en expresamos el Ue•... Uen, y por nen. enn B.n . . .
... nen. n n
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Según esto, cualquier condición lógica, cuya cota tenga un subconjunto
El de E y que sea satisfecha por más de un elemento de E, estará impli­
cada por las condiciones lógicas que definen el subconjunto El> ya que
sus cotas lo contienen.

Ejemplo: Dos grupos del mismo orden n satisfacen la axiomática
general de grupo; pero las condiciones lógicas que definen cada uno de
sus elementos no son otra cosa que su tabla de multiplicar. Solo en ella,
cada elemento tiene unas propiedades o comportamiento que lo distin­
guen de los demás; por consiguiente, la tabla de multiplicar de un grupo
implicará cualquier consecuencia lógica satisfecha por todos los elemen­
tos del mismo o por cualquier subconjunto; consecuentemente, los
grupos del mismo orden y que tienen la misma tabla de multiplicar,
o sea, que son «isomorfos», satisfacen las mismas propiedades. Cosa que,
por otra parte, es bien conocida en el estudio y análisis de los grupos
isomorfos.

X

CONDICIONES LOGICAS DE N -VARIABLES

Los teoremas 1, 2 Y 3 se refieren a condiciones lógicas de una variable
proposicional, o sea de una cota. En el capitulo anterior hemos deducido
algunos resultados lógicos, partiendo de dichos teoremas. No obstante
vamos a formular las correspondientes generalizaciones de los mismos,
para condiciones lógicas o relaciones definidas de n variables propo­
sicionales:

Una relación definida «Rn~ con n variables tendrá también n cotas,
precisamente los n conjuntos que la satisfacen representando el papel
de variables de dicha relación. A partir de estos conceptos deducimos
los siguientes teoremas:

TEOREMA 9.-Si «Rn,~ es una condición lógica de n variables propo­
sicionales y sus cotas correspondientes son los conjuntos Al, A 2, .,. A n;
y pn es otra condición lógica, también de n variables, cuyas cotas son
B l, B 2 ••• B n, siempre que (,Rn,) y (,pn)~ sean compatibles, su reunión o
composición (,Rn,~ U (,pn)~ definirá a las «ínterseccíones» de sus cotas
correspondientes.

Demostración:

Por una parte, tendremos:

ahora bien, según la definición de cota, tendremos para todo Xl' X 2 ... X»

luego, si hacemos

Al n B l = el; A2 n B 2 = e 2 ••• A n n B n = en
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tendremos

luego,
{(el A ea ••• en) 1- «Rn»}

Por la misma razón, será

{(el A ea • • • A en) 1- «pn»}

ya que los el> ea ... en también pertenecen a los B l, B a ... B n corres­
pondientes; luego dichas intersecciones, el> ea •..• en, satisfacen a la
vez «Rn» y (,pn», como además éstas son por hipótesis compatibles, se
puede efectuar la reunión

{(el A es ... A en) 1- (<<Rn» U «pn»)}

Teorema 10: Si (,Rn» y (,pn» son condiciones lógicas con n variables y
Al> As ... A n y B l, B s ... B n sus cotas correspondientes, siempre que
las «Rns y las «Pnl} contengan algo en común, o sea que su intersección
no sea vacía, dicha intersección, «Rn» n «Pnl), definirá a n conjuntos
Cl> Cs, Ca •.. en, que contendrán a las reuniones

Demostración:

Por una parte, tendremos:

[1]

por otra parte, será:
[2]

Si «Rns está constituida por una serie de condiciones lógicas ele­
mentales

o sea:

y «Ps» por las
N l , N s, ••• Nfl.

o sea:

y dichas series no son disjuntas, será

(<Rn» n (,pnl») = «Hnl)

Las Al, As ... A n satisfacen (,Hnl) según la [1], pues «Hs» está con­
tenida en (,Rn»; por la misma razón, las Bl> B s .•. B n también satis­
facen «Hn», ya que ésta también pertenece a (,pn»; luego, las Al Aa As ...
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... A n y las Bl> B s ••. B n satisfacen, a la vez, a las condiciones «He»;
por ende:

o, lo que es lo mismo,

Si las cotas de (<Rn» n «Po») son los conjuntos Cl, Cs ..• Cn, forzosa­
mente será, según la definición de cota:

(As U B s) e C s .... (A n U B n) e e,
que es lo que pretendíamos demostrar.

Limitémonos a condiciones lógicas que sean «relaciones de dos va­
riables»:

Si «Rl,), «R,», «Rs') .... «Rn.) son relaciones de esta clase, cuyas
cotas, Al y B l, As Y B s, As Y B s, A 4 Y B 4 ••••• A n y B n, son todas sub­
conjuntos de un conjunto absolutamente definido E, y todas estas rela­
ciones son compatibles, según el teorema 9, tendremos:

[in A n) A (n B n)] 1- (U «Rn»)
n n n

Cuando las
n A n
n

y las
n B n
n

se reduzcan a un solo elemento, habremos obtenido la definición de los
elementos de E por medio de relaciones binarias. Según esto, será:

(n A n) -n, U n, ... U R n.) (n B n)
n n

o, en forma implícita,
(n A n) «U R n»(n B n)

n n n

Método inverso:

Si «Rn» son las relaciones binarias acotadas que definen cada par
de elementos de un conjunto absolutamente definido E, aplícando el
teorema 10, obtendremos:

[(U A n ) A (U B n) ] 1- (n «Rn»)
n n n

o, lo que es lo mismo,
(U An) «n R n.) (U B n)

n n n

cuando U A n = U B n = E,
n n

n «Rn.) será la definición de E.
n
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XI

EN TORNO A LAS DEFINICIONES DE COTA

Una condición lógica o relación definida, de n variables proposicio­
nales, tiene, efectivamente n cotas. Dicha relación define a dichas cotas;
pero si A es una de estas cotas, siempre que exista un conjunto de con­
diciones lógicas (M 1 M2 ••• Me) que tenga también como cota al con­
junto A, podremos tomar a las (M¡, M 2 ••• Me) como definición del
conjunto A.

Consideremos una relación binaria «R~, cuyas cotas son A y B, Y éstas
admiten también como definiciones a los conjuntos de condiciones
lógicas (MI' M2 ••• Me) para A y (N l' N 2 ••• N,,) para B.

Pueden darse tres casos:

1.° El conjunto (M¡, M2 ••• Me) contiene al C N¡, N 2, ••• N,,) =
= (N 1, N 2 ••• N,,) e(M¡, M2 ••• Ma) [1]

En este caso, la existencia de las (M1, M2 ••• MO') implicará la de las
(Ni> N 2 ••• N,,):

(M¡, M2 ••• MO') e (NI' N 2 ••• N,,)

puesto que, siendo (N 1, Na ... N,,) una parte de (M1, M2 .,. Me), al
decir que existen las (M1, M2 ••• Me), implicitamente se entiende que
también existen sus partes, y entre ellas (N ¡, N 2 ••• Na).

Si recordamos el teorema 3, el conjunto B, definido por (N ¡, N 2 ••• )

deberá contener al conjunto A, definido por las (MI' M2 •• , M,,), te­
niendo en cuenta que sus definiciones satisfacen la relación [1].

Efectivamente, de acuerdo con el teorema 4, debe ser así, pues si
(MI' M2 •• , Me), como hemos visto, implica (NI' N 2 '" N,,), la cota B
de ésta deberá contener a la cota A de la implicante.

AeB
Cuando sea (Ml' M2 ••• Me) = (N 1, N 2 ••• N,,) ambas serán equi­

valentes.

2.° Los conjuntos de condiciones lógicas (MH M 2 ••• Me) y (N 1, N a •••

. . . N,,) «no son disjuntos»:

En este caso los conjuntos A y B serán afines. Ambos se pueden con­
siderar como subconjuntos del conjunto que define la intersección E.

3.° Los conjuntos (M¡, M2 ••• Me) y (NI' N 2 ••• N,,) son disjuntos:

(M¡, M2 ••• Ma) n (NI' N 2 ••• N,,) = 0

Conjuntos atines.-Si «R.) es una relación compuesta y acotada que
es satisfecha por dos subconjuntos, Al y A 2, de un conjunto A:

Al «Rl) A 2



[lJ

- 80-

y (IP» es una relación, también compuesta y definida, que es satisfecha
por los subconjuntos B l y B s del conjunto B:

a, «P,) n,
siempre que A y B sean afines, las (IR» y «P,) no serán disjuntas, o sea
contienen un subconjunto (18» de condiciones lógicas en común, lo cual
quiere decir que será:

(IR n P» = (<R») n (<<P,») = «S»

y, recordando el teorema 10, tendremos:

(Al U B l ) «R n p,) (As U B s)

Esto significa que, si las cotas de «R,) están en A y las de «P,) están
en B, las cotas de (<<R n P.) estarán en (A U B); por ende, (IR n P» es una
relación que es satisfecha a la vez e indistintamente por elementos de
A y de B.

Teorema 11.-Si A está en relación «R» con B, siempre es posible de­
terminar dos relaciones, «R l» y (IR s», Y un conjunto e, afín con A y
con B, a la vez, tales que:

Demostración:

Supongamos que (MI' M, .•. Me) es el conjunto de condiciones ló­
gicas que define A, y (N l' N s ... N '1') la definición de B, tomemos un
subconjunto M de (MI' .• ) y otro N de (N, . .), Su reunión

(MU N) = K

definirá un conjunto e afin con A y con B, pues será

(MI' Ms ...) n K = M

(N l' N s ••• ) n K = N

Entre los conjuntos A y e, por ser afines, es posible determinar rela­
ciones (IR l » por intersección, de acuerdo con la fórmula (1]: por la mis­
ma razón, entre e y B también existirán relaciones (IR s», ya que también
e y B son afines; luego tendremos:

A «R l »e
e «Rs» B

Encadenando estas relaciones obtendremos la expresión:

A «R1» e (IR s') B

Lema de interpolación.-Llamemos (IR1» al conjunto de todas las
relaciones que son satisfechas por A y e, de la forma descrita en el pá-
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rrafo anterior; y (IRa» al conjunto de relaciones satisfechas por e y B.
Siempre que (IRl» y (IRa» no sean disjuntas, a cualquier relación «S»,
perteneciente a la intersección (IR l (1 Ha», entre A y B se le puede inter­
polar un conjunto e, afín con A y B.

Estos es fácil de demostrar: Supongamos que «S,) es una de tales re­
laciones

A «5» B

como «S» pertenece a (IRl», también será

A (IS') e
como «S» también pertenece «Í'{a') será, por la misma razón

e (IS» B

encadenando estas dos relaciones obtendremos:

A «S» e (IS» B

Por otra parte, esto implica que «S,} sea transitiva en (A U e U B).

Las interpolaciones entre relaciones o símbolos funcionales juegan
un papel muy importante dentro de los capítulos de la Lógica Matemá­
tica y Cálculo Proposicional. Por ejemplo, en G. Kreisel podemos en­
contrar el siguiente:

Lema de interpolación.-<ISi A v B eut un théoreme de Prop.(p) , il
existe une formule e dont toutes les variables propositionnelles sont eom­
munes ti A et B et lelle que A ve et ...... e v B soieni des ihéorémes de Prop.(p).

Par recurrence sur le nombre K de variables propositionnelles qui
sont tians A satis éire dans B. Si K = O il suffit de poser e = ...... A; sup­
posons le lemme demontré pour K = n - 1 et soit A une formule ielle que
A v B soii un ihéoréme et qui ait eaactemerü n variables propositionnetles
qui ne soient pas dans B. Soii P Pune de ces uariables, soient Al et Aa les
formules obienues en substituani T et L a P dans A. Al v B a el Aa v B son
des théorémes, done (Al A Aa) v B esi un lhéoréme anquel on peui appliquer
l'hypothése de recurrence. On oblieni ainsi une formule e telle que (A 1 A A a) v
ve et ( ...... e) v B soieni des tñéorémes. De la definition de Al el Aa il résulte
que A v e est un ihéoréme.

En remplacarü A par ...... A on obtient l'enoncé suiuani:

Si A -+ B est un ihéoréme de Prop.(p) il existe une formule e dont
les variables propositionnelles sonl eommunes a A el B et telle que A -+ e
et e """* B soieni deux théorémes.i

Hasta aquí G. Kreisel.
Este lema se reduce al símbolo funcional v y a la relación implicativa

e indefinida """*; mientras que el que demostramos anteriormente es
válido para cualquier relación definida y transitiva en (A U e U B).
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Aplicando sucesivamente este lema y siempre que la relación a la
cual se aplica lo permita, obtendremos las siguientes expresiones:

A «R& B

A «R» Cn «R» Cn- l ••• Cl (,R» R

(Continuará)




