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INTRODUCCION

Entre los diversos métodos que constituyen la arquitectura logica
del pensamiento matematico, sin duda alguna, el mas importante es el
llamado «Método Axiomatico», que es tan antiguo como las ciencias
matematicas. Ha sido empleado desde la antiguedad por los matemé-
tico hindues, por ejemplo, que nos legaron el famosisimo «Lilavati»
hasta nuestros dias; aunque su extraccién de las diversas ramas de las
matematicas y su formulacién abstracta es bastante reciente.

Sin duda alguna, los primeros intentos serios de construir una for-
mulacién abstracta y rigurosa de la estructura logica del pensamiento
matematico se deben a Leibnitz; sin embargo, hasta la aparicién del
élgebra de Boole y la Teoria de conjunto no se disponia de un lenguaje
o vehiculo adecuado para su ulterior desarrollo.

En la presente monografia nos vamos a ocupar de exponer, a muy
grandes rasgos los fundamentos del citado Método Axiomadtico, precisa-
mente bajo el punto de vista de las condiciones logicas y relaciones
definidas.

Por medio del Método Axiomdtico, dada una colectividad o conjunto
cualquiera, se determinan ciertas propiedades o condiciones logicas sa-
tisfechas por todos los elementos de la colectividad dada, y que consti-
tuyen su axiomatica vy, a partir de dichas condiciones 16gicas, se deducen
las consecuencias légicas (teoremas), validas para los elementos de dicha -
colectividad e implicadas por su axiomatica.

Por ende, las condiciones légicas que constituyen la axiomatica de un
conjunto, por su misma naturaleza, son de cardcter restrictivo; esto
quiere decir: que no pueden ser satisfechas por cualquier conjunto ima-
ginable; por el contrario, definen al conjunto de elementos que la sa-
tisfacen; por ejemplo: Las cinco condiciones l6gicas que constituyen Ila
axiomadtica general de grupo, a la vez nos sirven para definir el con-
cepto de grupo.

En los cimientos del Método Axiomético nos encontramos, puess
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con condiciones ldgicas. Las relaciones algebraicas también pueden con-
siderarse como condiciones 16gicas, siempre que sean definidas, o sea:
que no puedan ser satisfechas por cualquier conjunto o serie de con-
juntos; por consiguiente, el estudio del Método Axiomatico implica el
estudio del albegra que se desprende de las condiciones logicas y de las
relaciones definidas, ademés deberemos emplear el lenguaje propio del
dlgebra de Boole y de las matemadticas de conjuntos.

NOTA: La bibliografia consultada la iremos detallando «sobre la
marcha», en notas al pie de la pagina o citando los autores que se han
estudiado; no obstante, creemos oportuno indicar las siguientes obras:

G. KreIseL y J. L. KriviNE.—¢Eléments de Logique Mathematique
et Teorie des Models.—Monographies de la Societé Mathematique de
France». Paris, 1967.

B. RusserL.—Prinecipia Mathematica.
BirkHorr y Mac LaNeE.—Algebra Moderna.

I
LENGUAJLES

Un lenguaje L estd constituido por:

1. Un conjunto Vi, cuyos elementos se llaman variables y a los
cuales se refieren las demds series de conjuntos que constituyen L.

2. Una serie de conjuntos Frn (n = 0, 1, 2 ....). Los elementos
de Frn se llaman «simbolos funcionalesy de n variables. La reunién

F = UTFLn
n

suele llamarse conjunto de simbolos funcionales. Llamaremos o (F) al
conjunto de «series de simbolos funcionales» formadas a partir de los
elementos de F. Consideremos los subconjuntos M de o (F) que tengan
la siguiente propiedad:

Siay, ay ... ak son elementos de ¢ (F) y f € FLk es un simbolo fun-
cional de K variables, f(a,, a, . .. ar) también pertenece a M. Los con-
juntos asi formados diremos que tienen la propiedad «S».

La interseccion de dos subconjuntos que tengan la propiedad «S»
conserva dicha propiedad, por ende, la interseccion F de todos los con-
juntos que tengan la propiedad «S» también tendra dicha propiedad. El
subconjunto F se llama «recinto» (1) funcional de la familia Frn, y a
sus elementos «esquemas funcionales», Tales esquemas son de uso fre-
cuente en las Matematicas; por ejemplo: polinomios sobre un anillo
cualquiera o fracciones racionales sobre un cuerpo cualquiera.

Se demuestra facilmente que todos los elementos de F (esquemas
funcionales) son de la forma f(a,, a; ... an), cCON ay, @y ... An € F ¥
f e Frn,

@

(1) Nota: «Recinlo» es la traduccién que damos a la palabra francesa «cldturer,
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3. Una serie de conjunto Rrn (n = 0, 1 ...). Sus elementos se
llaman «simbolos relacionales» con n wvariables. Sin duda alguna, los
simbolos de esta clase de mas frecuente uso son los de dos variables,
precisamente esto les dedicaremos en lo sucesivo mayor atencion.

Es obvio que los conjuntos Vi, Frn y Rrn deben suponerse dis-
juntos dos a dos, ya que sus elementos son de naturaleza distinta.

Un lenguaje contiene ademds ofros conjuntos llamados de térmi-
nos, etc. Pero no vamos a detenermos en su descripeion (2), pues son
derivados de los primeros.

Relacionaremos unicamente los simbolos funcionales més impor-
tantes de los que haremos uso en la presente monografia:

Simbolos con 0 variables o simbolos de constantes:

T que se lee «verdadero».
L que se lee «falso».

Simbolos de una variable:

- que se lee «non.
V  que se lee «existe».

Simbolos de dos variables:

v que s6 lee «o».
A que se lee @p.

También incluiremos, atn con mas frecuencia, los simbolos de dos
variables propios del lenguaje del Algebra Booleana:

U que expresa la reunion de dos clases.
N que expresa la intersecciéon de dos clases.

Es también importante la operacién de complementacion de clases,
que suele Namarse coperacién prima», ya que se expresa tildando la
letra que se utilice como simbolo de una clase.

No podemos eludir el uso de los simbolos relacionales propios de la
Matematicas de Conjuntos, a saber:

€ que expresa la relacion de pertinencia.
— que se lee «implica».

La doble relacion implicativa, A -~ B y B — A, la expresaremos por
el simbolo <>, que se lee «equivales. De forma analoga, por medio del
simbolo ¢, expresaremos la relacion de no-pertinencia.

En general, cuando deseemos representar una relacién de dos varia-
bles, distinta a las antes descritas, lo haremos por medio de una letra
mayuscula entre comillas preferentemente, como ya es costubre, la
letra «R»; pero como necesitaremos un mayor repertorio de simbolos
relacionales, cualquier letra la usaremos para expresar una relacion;
por ejemplo: «P», «S», «I'», etc.

(2) Véase: G. Kreisel y J. L. Krivine: «Elements de Logique Mathematique»r.
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I1

ALGEBRA DE CLASES

Para el analisis del algebra que se desprende de los simbolos rela-
cionales o, mejor dicho, de las relaciones que expresan estos simbolos,
partiremos del dlgebra de clases (booleana). Por consiguiente, creemos
oportuno recordar sus fundamentos y definicion:

Un 4lgebra booleana B es un conjunto de elementos, con las siguien-
tes propiedades:

1. B posee dos operaciones binarias U y N (reunién e interseccion),
que satisfacen las siguientes propiedades:

a) Idempotente:
XNX =Xy XUX =X
b) Conmutativa:
XUY=YUX,; v XNY=YnX
c¢) Asociativa:
Xn(Ynzy=(Xnvy)nz y XU(YUZ) =(XUY)UZ
d) Distributiva:

XU(YNZ) =(XUY)N(XUZy
XN(YUZ) = (XNY)U(XNZ

~

2. B posee una relacién denotada por <, la cual es reflexiva,
antisimétrica y transitiva y satisface el principio de conformidad, o sea
que las tres condiciones siguientes

X<Y ; XOY =X y XUY =X

son equivalentes, esto es cada una de ellas implica a las otras dos.

3. B tiene dos cotas universales, que se expresan por los simbolos
O y I, que satisfacen las siguientes leyes de reunion e interseccion:

a) Son cotas universales, o sea que para todo X sera:
0 «<X <l
b) Interseccién:
ONX =0 ¢ INX =X
¢) Reunion:

oOuUXxX

I
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4. B posee la operacién unitaria de complementar (operacién prima
o simbolo funcional de una variable), que satisface las siguientes leyes:

a/ Complementacion:
XNX =0 y XUX =1

b) Dualidad:
(XNY)Y =XUY y (XUY)=X'NnY’

¢) Involucién:
(X)) =X

El 4lgebra de clases, pues, posee un lenguaje propio constituido por
los gimbolos funcionales, variables y simbolos relacionales descritos:

Simbolos de una variable: El simbolo «prima» que expresa la comple-
mentacion.

Simbolos de dos variables: El simbolo U (reunién) y el N (intersec-
ci6n).

.Relaciones de dos variables: La que expresa el simbolo <, y que
estd emparentada con la relacién de pertinencia e.

En general, el dlgebra de las proposiciones o enjuicios matematicos
enlazados por las conjunciones «y», «0» y «no» es un dlgebra booleana,
asi como la de las relaciones «... implica ....» y «... equivale....».

En general, «en toda proposicion o juicio matematico-légico, donde
se piensa el enlace entre una expresion A (variable proposicional) y otra
expresion B, llamaremos a dicho enlace relacion algebrdica y al simbolo
que lo representa simbolo relacional de dos variables».

Precisamente a estos enlaces o relaciones vamos a dedicar principal-
mente esta monografia. Si tenemenos en cuenta que a partir de la rela-
ci6n de igualdad (=) se construyen las ecuaciones y toda una metodo-
logia rica en resultados, es de esperar que el estudio de las relaciones en
general, que es mucho mas abstracto, puede rendir una importancia
practica considerable de forma ma&as o menos inmediata.

Una de las ventajas que supone el manejo del dlgebra de relaciones
es que, de forma sencilla y légica, se obtiene una formulacién poco com-
pleja para el manejo de la légica de predicados de orden superior al
primero {en el sentido de Bourbaki), o sea aquella que se desprende de la
axiomética propia de los «subconjuntos» de un conjunto o realizacion,
base de una arquitectura matemiatico-logica; ademés de los resultados
16gicos, o calculo proposicional y de predicados, de primer orden, obte-
nidos exclusivamente de la axiomatica satisfecha por todos los ele-
mentos del conjunto considerado.

Estos es importante, teniendo en cuenta que la légica matemadtica,
fuera de los resultados de primer orden, todavia no ha llegado muy
lejos. Estas cuestiones pueden verse con destalle en Mostowski (FM),
44 (1957).

Nota: Se pueden encontrar mas detalles sobre dlgebra de clases e incluso sobre las di-
versas ramas del dlgebra Moderna en la obra de Birfihoff y Mac Lane, titulada «A Survey
of Modern Algebra», la cual estd editada en Espaiia, traducida por R. Rodriguez, bajo el
titulo de Algebra Moderna.



REALIZACIONES Y CONDICIONES LOGICAS

Realizaciones.—La realizacion de un lenguaje L, por definicion, esta
constituida por:

1. Un conjunto E £ @ (1) Hlamado «base» de la realizacion.

2. Para cada n > O una aplicaciétn de Frn en el de funciones defi-
nidas sobre En tiene todos sus valores en E.

3. Para cada n > O una aplicaciéon de Rrn en B(E) (conjunto de
las partes de En),

Para m4és detalles puede consultarse la ya citada monografia de
G. Kreisel v J. L. Krivine.

Condiciones légicas.—Llamaremos «ondicidon ldégica» a toda propo-
sicion o relacion que s6lo puede ser satisfecha por un determinado con-
junto o series de conjuntos; pero no por cualquier conjunto o elemento
imaginable.

Si P es una condicion logica y E es el conjunto de todos los elementos
que la satisfacen, diremos que E es la cota de la condicién logica P.

De aqui que, si X satisface P, forzosamente pertenecerd a E:

(X P)e> (X eE) (2

Segun la definici6n que acabamos de dar, el conjunto ( « E) de todos
los elementos que no pertenecen a E, no puede ser vacio, pues de lo
contrario P seria satisfecha por todo elemento imaginable, lo que esta
en contradiccion con la definicién que hemos dado de «condicién logicar.

Conjunlos definidos.—Un conjunto C diremos que es definido, si
exisien un conjunto de condiciones logicas P = (P,, P, ... Pp), tales
que s6lo puedan ser satisfechas por los elementos de dicho conjunto y,
a la vez, todos los elementos del mismo la satisfacen.

Por consiguiente, para todo X tendremos:

(X P) <> (X €Q)

Al conjunto de condiciones 16gicas P lo llamaremos «definicién de C».
Estos significa que los elementos de C pueden ser reconocidos por sus
propiedades, que los distinguen de cualquier otro elemento no pertene-
ciente a C.

Conviene detallar algunos conceptos elementales sobre el Método
Axiomatico, en cuya arquitectura estdn ensamblados los resultados
légicos que obtendremos en lo sucesivo:

Una estructura S se expresa en matemadticas de conjuntos por su
axiomatica Ags, que salisface las siguientes condiciones:

a) As es puramente logica.

(1} Nota: Por medio del simbolo J expresamos un conjunto vacio.

(2) Nota: El simbolo relacional t- debe leerse «satisfaces; luego la expresién (X +~ P) se
leera: X satisface a P.



b) S Satisface As, por ende existe una realizacién que satisface As.
Todas las estructuras que satisfacen la misma axiomatica se dice que
son jsomorfas.

¢) Toda afirmacion formulada en el lenguaje de S es consecuencia
loégica de la axiomatica As.

El conjunto de axiomas As, segun esto, es unica y exclusivamente
satisfecha por S y todas las eslructuras isomorfas; por ende, es una
«condicion logican.

Si E es un conjunto con una axiomdtica propia Ag, o sea que todos
los elementos de E satisfacen Ag, vy a la vez Ag es la definicion de E, lo
cual significa que fuera de E no existe ningun otro conjunto que pueda
satisfacer Ag ({X + AEr} «<— {X e E}), toda afirmaciéon o proposicién
verdadera y demostrable para todo elemento o subconjunto de E, fendra
que ser consecuencia logica de Ag.

Si K es una afirmacién o proposicion tal, habra equivalencia entre:
E satisface K y K es consecuencia légica de Ag.

No creemos necesario insistir sobre estas cuestiones, ya que el lector
puede encontrar mds detalles en numerosos autores, por ejemplos,

Burbaki, E; Kamke, Tarski, y en los ya citados Kreisel y Krivine,
entre otros.

Notaciones.—En lo sucesivo, el conjunto de condiciones logicas
constituyen la definicion de un conjunto E lo denotaremos siempre
por Ag; v AE, a la vez, deberd considerarse como conjunfo de axiomas
o condiciones logicas satisfechas por E con cardcter exclusivo, las cuales
implican todas las consecuencias logicas validas para los elementos de E.

Conjunios absolutamente definidos.—Cuando un conjunto sea defi-

nido y a la vez lo sean todos sus subconjuntos, lo calificaremos de «ab-
solutamente» definido.

Conjuntos afines.—Si las definiciones o axiomdtica de dos conjuntos
C y E contienen algunas condiciones logicas en comiin, diremos que
C v E son afines, por ende, sera:

(Ac N AE) # () (condicién de afinidad)

Partiendo de estos conceptos, distinguiremos las siguientes clases
de condiciones logicas:

Teoremas.—Si AEg es la definicion o axiomadtica de un conjunto E,
toda afirmacién, proposicion o relacion verdadera y demostrable, para

los elementos de E y que, a la vez, es consecuencia logica de Ag, es un
teorema de Prop(E) (1).

Relaciones.—Las relaciones entre elementos cualesquiera de un con-

junto E, considerados como variables proposicionales, pueden ser de las
siguientes clases:

1. Relaciones definidas o acoladas.—Si Rprn es una relacion de n va-
riables, a;, a;, ... an, 2 los conjuntos A,, A, ... A, de todos los ele-

d %1) Nota: Por Prop(E) expresamos el calculo proposicional construido sobre elemento
e E.
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mentos que «satisfacen» Rrn los llamaremos «otas de Rrny(1). Cuando
no todo elemento imaginable puede satisfacer Rrz, los conjuntos A,,
A, ... Ap serdn definidos por condiciones logicas, y en este caso dire-
mos que la relacion Rrn es definida o acotada.

2. Cuando las cotas de una relacién contienen a todo elemento
imaginable, o sea:

AA =0 A =0 . b=

diremos que Rrn es indefinida; por ejemplo: La relacion de igualdad == es
indefinida, pues para todo X se tiene X = X luego es susceptible de
ser satisfecha por todo elemento imaginable.

3. Relaciéon-Axzioma.—Una relacion definida es también una con-
dicion légica, ya que por definicion no puede ser satisfecha por todo
elemento dado. Ahora bien, cuando una relacion definida, Rrn, perte-
nezca el conjunto de condiciones logicas Ag, que definen un conjunto E,
dicha relacién en E es una axioma y consecuentemente la calificaremos
de relacién-axioma.

4. Relacion-Teorema.—Por el contrario, toda relacion Rrz2 en E,
que sea «consecuencia logicas de la axiomadatica Ag de E, serd un teorema
de Prop(E), y por ende la calificaremos de relacidon-teorema.

En general, toda condicion logica entre elementos de un conjunto
cualquiera E, o es un axioma de Ag o un teorema consecuencia de AEg.

En todo teorema hay una tesis o enunciado y una hipétesis o axio-
matica, de la cual es consecuencia dicha tesis. Cuando la tesis de un
teorema venga dada por elementos de un )Jenguaje L o varios lenguajes
L,UL,...Los, ylossimbolos de estos lenguajes operen sobre elementos
de un conjunto E , o lo que es lo mismo, todas las variables proposicio-
nales que intervienen en dicha tesis, estan en E, y hay precisamente n de
estas variables, dicho teorema puede considerarse como relaciéon de n va-
riables en E.

Finalmente consideremos otras equivalencias que se desprenden de
las relaciones implicativas entre la axiomatica de un conjunto y su Prop.

Hay equivalencia entre las proposiciones: «A, es condicién necesaria
de B» y «B implica A», puesto que si B no puede ser verdadera sin la
existencia de A, la veracidad de B implicara la existencia de A. También
son equivalentes las proposiciones: «A, es condicion suficiente de B»
Y ¢A implica B». Esto todavia tiene una evidencia mds inmediata. Final-
mente, son equivalentes las proposiciones: «A, es condicién necesaria
y suficiente de B» y «A equivale a B», puesto que, segun lo anterior,
A implicara B y B implicarda A.

Después de estas aclaraciones, continuemos el estudio de las condi-
ciones logicas:

Teorema 1: Si Ac y AE son las definiciones de dos conjuntes, Cy E,
lareunién Ax = (Ac¢ U Ag) definira a la interseccién de ambos conjuntos:

{1} Nota: Las cotas deben considerarse como familias de conjuntos que satisfacen R‘L‘
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Demostracion:
Por hipotesis tendremos
(Cr Ac) ¥y (Ev AE)
Si ambos conjuntos tienen M elementos comunes
(CNE)y=M

como M e C también serd valida la relacién (M +~ Ac)y como M € E,
por la misma razén tendremos (M ~ Ag); por consiguiente, M satisfade

Ac y Ag a la vez, por ende:
M~ (Ac U Ag)]
o lo que es lo mismo
M+ Ax)
que es lo que pretendiamos demostrar.
Teorema 2: Si las definiciones A¢ y Ag de dos conjuntos contienen

un subconjunto comun a las dos Ax = (A¢ N Ag), dicho subconjunto
definird a un conjunto X que contendra a la reunion de C y E.

Demostraciéon:
Como
AxC Ac
tendremos
(Cr+ Ax)
como también
(AxC Ag)
tendremos
(E - Ax)

por consiguiente, las Ax son satisfechas, a la vez, por C y por E:
[(CUE)+~ Ax]
o lo que es lo mismo
[(CUE) - (Ax N Ag)]
Luego si Ax es la definicién de X, tendremos
(CUE)C X

Teorema 3: Si la definicién A¢ de un conjunto G contiene a la de-
finicion AEg de otro conjunto E, el conjunto E contendrd al C, o lo que
es lo mismo, G es un subconjunto de E.

Demostracion:

Por hipdtesis sera:

(Cr Ac) ; (E+ Ap) ¥ (AxCAc)

Como el conjunto de condiciones légicas Ag estan implicitamente
en Ag, el conjunto C también satisface las Ag:

(C+ AR)
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por consiguiente, C C E. Si llamamos Ay a las condiciones l16gicas que
estan en Ac sin estar en Ag, tendremos:

Ac = (Ae U Apm)

por ende, C serd un subconjunto de E, que ademds de satisfacer las
AE satisface otras condiciones Aps.

Y
CLASES DE RELACIONES

Las relaciones pueden satisfacer las siguientes leyes:
1. Reflexiva: a «R» a.

2. Simétrica: Si a «R» b también serda b «R» a.

3. Transitiva: Sia «R» by b «B» ¢, serd a «R» c.

Estas leyes se refieren a relaciones en si mismas, independientemente
de la naturaleza de sus miembros o variables proposicionales, a las
cuales se aplica la relaciéon considerada. No son precisamente estas pro-
piedades de las relaciones las que nos interesan, sino, por el contrario,
aquellas relacionadas con los conjuntos o clases que pueden ser miem-
bros de una relacién. De esta forma las relaciones las clasificaremos en:

1. Biunivocas: Son aquellas que para todo elemento A, tomado
como primer miembro, hacen corresponder unica y exclusivamente, un
solo elemento B en el segundo miembro, y viceversa.

2. Multivocas: Son aquellas que admiten como miembros a colec-
tividades, ya sean clases o conjuntos cualesquiera.

Segun esto, si «R» es una relacién multivoca:

a «R» b
tanto a como b serdn clases de n elementos (eventualmente n = 1),
Si ay, a, ... an es una clase que estd en relaciéon biunivoca con otra
by, by ... bn, O sea:
ay «R» by
a; «R» b,
an «BR» bn

también podemos representar en forma implicita este sistema de rela-
ciones, de la siguiente manera:

Ay, Ugy -+« An «R» by, by ... b
o mas implicitamente:

A «R» B
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haciendo A = (ay,, a3 ... an) Yy B = (by, b, ... bn). Luego en'las nota-
ciones sucesivas, una relacion, aun siendo biunivoca, deberemos inter-
pretar que sus miembros A y B son colectividades ‘cardinalmente iguales.
Partiendo de estos conceptos, clasificaremos las relaciones, segun
las siguientes propiedades, en:
I+A+) Relaciones incondicionalmente prolongables: Dada una
relacion «R» entre dos clases, a y b:

a«B» b

diremos que esta relacién es prolongable incondicionamente, cuando
existan series de clases ccualesquiera» Cn y en, tales que, entre las reu-
niones a U ¢cn y b U en, también exista la relaciéon «R», o sea:

{a Ucn) «R» (b U en)

Fsta propiedad la denotaremos por medio de los simbolos I+A+,

I-A+) Relaciones condicionalmente prolongables: Cuando las se-
ries de clases Cn ¥y en que amplian el campo de existencia de una rela-
cion no pueden ser cualesquiera, si no series bien determinadas, diremos
que la relacién es prolongable, pero «condicionalmentes.

A—) Relaciones no-prolongables: Cuando los dos miembros de
una relacion no puedan ser ampliados en absoluto, por reunién de otras
clases, diremos que la relacién «B» o es prolongable».

Segun estas definiciones, las propiedades I+A+ y I—A+ son con-
trarias a la A—, y ademds incompatibles, o sea:

At > A~ Y 4 A At

Si una relacién «R» no satisface la propiedad I+A-+ ni la I—A+, for-
zosamente debera tener la propiedad A—, pues no puede concebirse un
cuarto caso, por ende existen las siguientes relaciones logicas:

{(= T+A+) A (= I=A+)} > A— .
Y (= A=) = {I+A+ v I-A+} L1

I+B+) Relaciones incondicionalmente reducibles: Dada una re-
lacion «R» entre las clases a y b, diremos que es incondicionalmente
reducible cuando dicha relacién exista también entre sub-clases cuales-
quieradeaydeb,oseaquesid < ayf < btambién serd d «R» f.

I—-B+) Relaciones condicionalmente reducibles: Son aquellas re-
laciones reducibles tnicamente a determinadas subclases de sus miem-
bros, pero no a subclases cualesquiera.

B—) Relaciones irreducibles: Cuando una relaciéon a «<R» b no exista
entre ninguna subclase de a ni b, diremos que es irreducible.

Por razones andlogas a las expuestas en el caso de las relaciones
prolongables y no-prolongables, tendremos las siguientes relaciones
l6gicas:

{{m I+B+)A (= I™B+)} > B—
(= B—) - {I+B+ v [-B+}
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DI+A+) Relaciones incondicionalmente prolongables a la dere-
cha: Son aquellas en las que solamente es susceptible de prolongar
sus miembros de la derecha, por ejemplo:

Si
a «Rn b
también
a «R» (b v C)

SI+ A+) Relaciones incondicionalmente prolongables a la iz-
quierda: Son aquellas en las que solamente es susceptible de prolongar
el miembro de la izquierda. Con estas dos nuevas subclases de relaciones
prolongables las relaciones légicas (1) se convertiran en:

{= T+FAF A (4 T-A+) A (a DI+A+) A (4 DI—A ) A
A(=1 SI+A+) A (= SI—A)+} - A—, etc.

De forma anédloga podemos definir las siguientes propiedades:

1. Relaciones condicionalmente prolongables a la derecha:
DI-A+

2. Relaciones condicionalmente prolongables a la izquierda:
SI—-A+

3. Relaciones incondicionalmente reducibles a la derecha:
DI+B+

4. Relaciones incondiconalmente reducibles a la izquierda:
SI+B+

Y asi sucesivamente las que expresan los caracteres:

(DI=B+) , (SI=B+) , (I+A+, I-B+) , (DI+A+ , SI+B+), etc.

Todas estas relaciones pertenecen a la clase de las «directasy,
vedmoslas.

H) Relaciones indirectas: Son aquellas que presentan el cardcter
prolongable a la derecha y reducible a la izquierda, o viceversa; por
reunién e interseccion, respectivamente; por ejemplo.

HDI+) Relaciones indirectas prolongables a la derecha incondi-
cionalmente: Sea, por ejemplo, a «R» b y ¢ «R» C, tendremos:

(ane)«Re(bUQCQC

HSI+) Relaciones indirectas prolongables a la izquierda ‘incon-
dicionalmente:

(@aUe) Ry (bN C)
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K} Relaciones constantes: Cuando una relacion no es en ninguno de
sus miembros ni prolongable ni reducible diremos que es constante.

Segun esto, tendremos las siguientes relaciones logicas:
{{(m AT)A(=- BH)a (= H)}>K
(= K) > {A+ v B+ v H}

Dada una relacién binaria «R» y tomando ay, como primer miembro,
«R» hara corresponder otro subconjunto b, en el segundo miembro:

a «R» bp,

por consiguiente, cuando dos elementos o subconjuntos ap y by estén en
relacion «R», también diremos «que se corresponden segin «Rv.

Si existe otra relacion «P» tal que tomando au como primer miembro
también le corresponden en el segundo miembro by

ay «P» b‘JL

diremos que las relaciones «R» y «P» «son compatibles para los subcon-
juntos ay ¥y by.

Como ya sabemos, los conjuntos A y B, constituidos por todos los
elementos que satisfacen una relaciéon «R», son sus cotas. Si A y B son
las cotas de una relacion «R» y C y D las de otra relacion «P», para que
dichas relaciones sean compatibles es condicion necesaria que sus cotas
respectivas no sean disjuntas, o sea:

ANC#@ y BND#G
(Condicion de compatibilidad)

Si hacemos AN C = ey BN D = f dentro de estas intersecciones
serdn compatibles las relaciones citadas, siempre gue a cada elemento
de e le corresponda, segun «R» y segin «P», un mismo elemento de f.
También puede darse el caso de que ambas relaciones s6lo sean compa-
tibles dentro de dos subconjuntos ey fde ey f:

cce fef (1)

Composicion de relaciones.—Cuando dos relaciones «R» y «P» sean
compatibles podemos representarlas implicitamente, reuniéndolas,
por ejemplo:

Supongamos que «R» es la relaciéon que expresa el siguiente juicio
0 proposicion

(1) Nota: A, B, C, etc., se consideran familias de conjuntos o conjuntos de conjuntos,
por este motivo, se utiliza el simbolo € en vez del ¢.



— 23 —

y «P» la que expresa la proposicién

las podemos reunir construyendo una nueva relacién compuesta, que
expresara:

que simboélicamente escribiremos asi:

«R A P»
o también

«<R U P»

Logicamente, para que sea posible efectuar la composicion de varias re-
laciones éstas deberan ser compatibles, pues deben referirse a unos
mismos elementos.

RELACIONES IMPLICADAS

Las relaciones definidas, como son condiciones l6gicas, pueden ser
implicadas por otras. Una relacion «implicada», referida a elementos de
un conjunto E sera un teorema o consecuencia logica de la axiomatica AE
de E. Para las relaciones compatibles vamos a demostrar los siguientes
teoremas:

Teorema 4.° Si entre elementos de un conjunto E la existencia de
una relacion «R» «implica» la de otra relacién «P» y ambas son compati-
bles, las cotas A y B de la relacién implicante «R» estarén contenidas en
las cotas C y D correspondientes, de la relacién implicada «P».

El enunciado de este teorema lo podemos expresar en lenguaje
simbolico de la siguiente manera:
Hipdétesis:

Cotas de «R»: A y B.

Cotas de «P»: Cy D.

Condicidn:

«R» y «P» deben ser compatibles, o sea que determinan las mismas
correspondencias entre los elementos comunes de sus cotas y «R» — «P».

Tesis:

AeC y BeD



Demoslracion:

Si el teorema fuera falso, habria, por lo menos, un subconjunto
e de A que no estaria en C:

eeA vy e¢C
Por la misma razon habria un subconjunto f de B que no estaria en D:

feB v [f¢D

Como segun estas relaciones de pertinencia e pertenece a la cota A de
la relacion «R» y f a la cota B, recordando la definicién de cota, ambos
subeconjuntos deberan satisfacer «R», o sea:

fleAf) - R} «—{{e e A)A(f € B)}
recordando la relacion logica dada en el capitulo III; luego, sera:
e «B» f

por la misma razén, como e y / hemos supuesto que no pertenecen a las
cotas Cy D de «P», no pueden satisfacer a esta ultima relaciéon; por con-
siguiente, dentro de los subconjuntos ¢ y f la existencia de 1a relacién «R»
no implicaria la de la relacién «P» lo que estd en franca contradiccion
con la hipodtesis establecida; por ende, el teorema que nos ocupa no
puede ser falso.

Corolario: Si dos relaciones compatibles y definidas «R» y «P» son
equivalentes, o sea

R - «P»

sus cotas seran iguales:

Esto se desprende inmediatamente del teorema que acabamos de
demostrar, puesto que en el caso de ser equivalentes, o sea que «R» — «P»
y también «P» — «R», tendriamos:

AcC ; CcA ; BcD y DCB
o bien, en el lenguaje del dlgebra booleana:
Ag<C ; GC<A ; Bg<D y DB

lo cual significa que
A=C yvy B=D

Ejemplo: Supongamos que la relacion «R» es la que expresa
....... «es divisor des . . . .. ..

En el primer miembro tendremos como cotas al conjunto de todos los
numeros naturales; v en el segundo miembro, al conjunto de todos los
mimeros naturales no-primos.

Si «P» es la relacion que expresa
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efectivamente, «R» implicara «P», o sea: El que un numero sea divisor de
otro implica que, a la vez, serd menor.

Las cotas de «P» serdn, en ambos miembros, el conjunto de todos los
ndameros, pues dicha relacion admite como miembro a cualquier ni-
mero dado. Efectivamente, las cotas de la relacién implicada «P» con-
tienen a las de la relacién implicante «R», de acuerdo con el teorema
que acabamos de demostrar.

Teorema 5. Silas cotas Gy D de una relacién «P» contienen a las
cotas A y B de otra relacion «R», esta relacién implicard a la primera,
siempre que ambas sean compatibles.

El enunciado de este teorema, en lenguaje simbolico, sera:

Hipotests:

Cotas de «R»: A y B.
Cotas de «P»: Cy D.

A BeD
Condiciones:'( €C ¥y N

| Las relaciones «R» y «P» son compatibles.
Tésis:
«R» — «P»
Demostracion:

Si el teorema fuera falso, habria dos subconjuntos ¢ y f de A y B¢
respectivamente, los cuales estarian en relacién «R» sin estar en rela-
cion «P», lo cual quiere decir que e estaria en A sin estar en C, y f esta-
ria en B sin estar en D; por ende, seria:

ecAcC v e¢C ; feBeD yv feD

Esto es absurdo, ya que la relacién de pertinencia e es transitiva; por
consiguiente, el teorema que nos ocupa no puede ser falso.

Corolario.—De forma andloga al teorema anterior, obtenemos el
siguiente resultado: Cuando dos relaciones son compatibles y sus cotas
son iguales, forzosamente tendran que ser equivivalentes.

Estos dos importantisimos teoremas pueden ampliarse a relaciones
con mas de dos variables proposicionales, ampliando la definiciéon de
cota a relaciones de n variables. También se puede hacer extensivo cada
uno de estos dos teoremas, a condiciones l6gicas cualesquiera y la de-
mostracion la obtendremos de forma anidloga a la dada para relaciones
binarias, por lo que prescindimos de dar mas detalles.





