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I
GENERALIDADES

De entre las infinitas funciones ¢ que teéricamente pueden satisfa.
cer los requisitos de una ley de capitalizacion, la praclica ha sancionado
dos, que corresponden a los regimenes de capitalizaciéon simple y com-

puesta,
o(n) = ¢f0) (1 + n) 'y o(n) = ¢0) (1 -+ 1)» 11y [?]

respectivamente, cuyas expresiones recogen el valor de la funcién capital
utilizando el cardcter discontinuo que las mismas presentan.

Consecuencia del postulado de la productividad, la funcion ¢ debe
ser monoéiona no decreciente.

Es interesante en todo régimen de capitalizacién definir el tanto
instantdneo de interés, o velocidad de capitalizaciéon, supuesto ahora
a la funcion ¢ continua y derivable. Mediante un razonamiento clasico
y general, se llega a la expresion

o(n) = o(o)e [3]

en donde p(i) designa dicho tanto instantaneo. En este caso, el pri-
mer miembro representara la férmula utilizada en la practica y la in-
vestigaciéon de ese tanto instantdneo conduce a resolver una ecuacion
integral. -

(1) EIl presente trabajo constituye el desarrollo matemadtico de un problema origmal
propuesto por el Ayudante de nuestra Catedra, don Luis de Pereda Sdez.
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Asi, para obtener el tanto instantdneo correspondiente al régimen de
capitalizacion simple, 1gualaremos los segundos miembros de [1] y [3]

es decir,
n
/ p(d)dt
1

o(0) (1 + nt) = g(o)e
simphficando y tomando logaritmos neperianos:
n
log e(1 + ni) = / olt)dt
o
y, por ultimo, derivando
11 4+ ni = p(t) (5]

que expresa dicho valor.
Si hubiéramos igualado los segundos miembros de [2] y [3]

n
f e(l) di
8lo) (1 + i)n = ofo)e” [6]
y realizado idénticas operaciones, se hubiera obtenido
e(t) = loge(l i) = 8

que expresa el tanto instantdneo de interés del régimen de capitaliza-
ci6én compuesta.

Reciprocamente podemos investigar, fijado que sea el arbitrio el
tanto instantdneo de interés, cual seria la férmula a aplicar en la prac-
tica, lo que, de acuerdo con la igualdad est%blecida en [3], nos llevaria a
una simple integracion.

Por ejemplo, si sefialamos como tanto instantdneo de interés

o(f) = i/l + i

se tendria

[loge (1 + #)]7
o(n) = o(o)e 0 = ofo)e -

loge (1 4+ ni) )
= ¢(o)e = ¢(0) (1 + ni)
que expresa la férmula del valor final a interés simple y si hacemos

p(t) = loge (1 + i) =3,



entonces

n
8 di 5"
/o [ o nd

o(n) = o(o)e = g(o)e = ¢(o)e = ¢(0) (1 4 i)n

reproduciéndonos el régimen de capitalizacion compuesta.

Un régimen de capitalizacion se dice cscindible, si en un momento
cualquiera {0 < { < n), del proceso de capitalizacion, el capital cons-
tituido en dicho instante sometido a idéntico régimen por el tiempo
que falta, reproduce al término n el mismo montante o capital final
previsto.

Esta definicién nos lleva a investigar la funcidn que satisfaga la
condicion

gz} 9(y) = glz + y) [7]

que, como sabemos, es la exponencial.
El régimen de capitalizaciéon simple no la cumple, puesto que para
todo it (0 < I < n)

o(0) (1 + #) (1 + (n—1) i) # (o) (1 + ni) (8]
en cambio, el régimen de capitalizacidon compuesta, al verificarse que
o0) (1 + Dt (L + iyt = g(o) (L + 1)n 9]

es escindible.

I1I
DEFINICION DEL NUEVO REGIMEN DE CAPITALIZACION

Dado un capital ¢(o) sometido a productividad durante n afos, al
tanto por uno, i, de interés anual, una vez producido ¢(0)i, estos inte-
reses se retiran, efectuando de inmediato otra inversién de esta canti-
dad al tanto r por uno anual.

De esta forma, el capital p(o) permanece constante durante todo el
tiempo n de duracién de la operacion a cuyo término los intereses acu-
mulados se le unen.

La grafica seria en este caso
Valores

acumulados
0 1 2 3 n—1 n ”_
®(0) | ! | J } {—e(0) ?(0)
P <9(;))i @(IO)i p(o)i (P(f)i o(0)i
o(0)i @(O)igl—%r) p(0)i(1+r)? | @(0)i(14r)n—t
o(0)i <p(0)i(ll+r) I o{o)i(1+r)n—2
: p(0)i P

(
(0)i(1+4r)n—3
o0}l @{o)i1+r) ofo)i(l+r)
(o) (o}
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Por tanto, el capital e intereses producidos durante los n afios, sera
o(n)i,r = 9(0) + @(0)i (1 +r)n=* +o(o)i (L +r)m—2 + ... + 9(0)i(1 +r) +¢(0)i
(1 + rjn— l)

r

= 9(0) (1 +i = = ¢{0) (1 + i Sajr) (10]

gue nos expresa el valor del montante o capital final en este régimen de
capitalizacion.

111

CAS0S PARTICULARLS

La férmula [10] comprende, como caso particular, las del régimen
de capitalizacién simple v compuesia. En efecto, debiendo ser en ré-
gimen de capitalizacién simple el capital productor constante, los in-
tereses no son sometidos a nueva productividad; por tanto, r = 0,
y segun [10]

(14-ryn—1
lim o{(n)i,r = lim o(o) (1 -+ i—————_——-> =

r—>0 r—>90 r
(1 +rjn—1
= 9(0) (1 + lim -———————) = o(0) (I + ni)
r-+0 r

Si hacemos ahora r = i, coincide el proceso dado con la capitaliza-
cion compuesta, ya que

(1 + i —1

r

e(nhue = ¢(0) (1 + i > = ¢(o) (1 + i)n

observando que la caracteristica fundamental de separacion con este
régimen es la existencia de dos tipos de interés. A i le podriamos deno-
minar interés capital y a r interés inversor.

Iv
CALCULO DEL TANTO INSTANTANEO DE INTERES

De acuerdo con lo indicado en el apartado I, la ecuacion integral
a resolver, de acuerdo con [3] y lo establecido en {10], seria

[Z(f)dt

= 9(o)e

(1+r)n——-l)

r

¢lo) (l + i
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simplificando y tomando logaritmos neperianos

(Il 4+ rin—1 n
loge (l + i ————-——-——————) = /p(t)dt
r [

y de aqui, por derivaciéon con respecto a n

i(1 + r)n loge (1 +r)

olt) = = ologe [r—i + i (1 + rjn] [L1]
r—i+i(l +

que nos expresa el valor del tanto instantdneo de interés para este ré-
gimen de capitalizacion.

Reciprocamente, fijado [11] como tanto instantaneo de interés para
un determinado régimen de capitalizacién, vemos debera verificarse

n
fa loge (r — i -+ i (1 + r)t)di

o

¢(n) = ¢(0) =
[loge (r — i + i (1 + r)i]}
= g(0)e =
loge (r — i + i (1l + r)n — logr
= o(o)e =
(L4 rjp—1
log (1 + i ———~—-—)
r
(14 rn—1
= ¢(o)e = ¢(0) (1 +1 —-———-———)
r
reproduciéndonos la [10].
A%

SOBRE LA ESCINDIBILIDAD

Supuesta la incorporacion al capital de los intereses acumulados en
un momento cualquiera f, (0 < t < n), se obtendria

' (L4 r—1
—)

o(t) = g(o) (1 + i

Yy si suponemos igualmente que este capital, produciendo i por uno de

interés anual desde ese instante hasta el término, en que se capitalizan
al tanto r,

(1 +rt—1 (1 + ryp—i—1
#(n) = o(0) (1 + i—--—--—) (1 + i——————-)
r r

representara el montante o capital final de la operacion.



—8 —

La escindibilidad obliga al cumplimiento de la 1gualdad

1+t —1 (1 + pjn—t — 1
(o) (1 + i~———-—~————) (1 + i—————————«——) =

r r
S {lrp—1
= o(o) |1 + i ————————-——) [12]
P
0, lo que es lo mismo, simplificando y ordenando:
i e
— (L + ot 4 (L4 — (1 47— 1] =0
r re

Haciendo (1 + r)t = x, se llega a la ecuacion
22— (1 +r)n + a4 (1 +1rn =0
que tiene por raices
g ={1+rin=01+ntl=nyz,=1= (14 ri{l=0)

que sefiala que no existe ningtin ¢ & de 0 y n (origen y término) que cum-
pla la condicion [12]; luego el régimen nod es escindible.

Vi
SOBRE LA FRECUENCGIA

Puede ocurrir que los intereses se devenguen por trimestres, semes-
tres, etc., en cuyo caso hemos de modificar la férmula [10], incorporando
la «frecuencia» con que aquellos se abonan dentro del afio. Como en este
caso, al término de cada m-simo de afio, se entrega i/m por uno del ca-
pital, se tendria

o(n)im) = o(0) (1 + i (SAh) =

[~

(I 4+ rjp—1

= o[o) (l + i——~_—————) (ilm) = m {(1 +r)
jlm)

3

._.1]

que es la expresién deseada.

VII
ESTUDIO DE UNA FORMULA MAS GENERAL

Puede ocurrir que el capital productor esté invertido en titulos de
renta fija, en cuyo caso el interés lo serd sobre el nominal. pero al in-
corporarse al término al capital, la cuantia de éste dependera de su co-
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tizacidn en ese momento. El capital final que corresponderia en este
régimen de capitalizacion seria

(1 +rjn—1
@(n)r = ¢(0) (¢ + 1 Salr) = ¢(0) (0 + i~——~—~—~—) [14]

r

en donde ¢(0) es el nominal y ¢ la cotizaciéon por uno de los titulos.
Si el interéds se abona con frecuencia m, entonces

(1 4+ rjn—1
) [15]

p(n)imi,r = ¢(o) (¢ + iS(nElli = ¢(0) (c +
j(m)

representaria el montante o capital final logrado al término.
El sistema que hemos definido podria expresarse como «wégimen
de capitalizacién liquidable al término y a dos tantos de interésy.

VIII

OPERACIONES FINANCIERAS A LAS
QUE ES APLICABLE EL SISTEMA

En la actualidad, este régimen de capitalizacién se esta ulilizando
tacitamente en:

a) Las imposiciones a plazo fijo, con abono de los intereses trimes-
tral, semestral o anualmente, en los que éstos, al no incorporarse de
inmediato al capital, se colocan marginalmente a otro tipo de interés,
hasta el término convenido de la operacion.

b) En la suscripcion de empréstitos reembolsables a plazo fijo,
cuyos intereses se acumulen independientemente hasta la entrega del
capital.

¢} En todos aquellos casos en que un capital no deba ser dispo-
nible hasta una fecha determinada, por ejemplo, mayoria de edad,

no siéndolo tampoco los intereses producidos por el mismo hasta el
término.



