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FAUSTO MACHADO DA SILVA

Na presente'[nota, indicamos um processo analítico de determina
c;ao das tangentes a urna cónica, tracadas por um ponto nao pertencente
a curva, e dos respectivos pontos de contato, simultáneamente. Ado
tamos coordenadas homogéneas e o método matricial e estenderemos
o processo ao caso das quádricas.

Designaremos por letras minúsculas as matrizes colunas, como, por
exemplo,

A transposta desta matriz é a matriz linha x = (Xl x. x 8) . ( .. )

p, q, r, s sao matrizes colunas cujos elementos sao as coordenadas
homogéneas dos pontos P, Q, R, S, respectivamente, e u, v, w, matrizes
colunas cujos elementos sao as coordenadas plückerianas homogéneas
de retas indicadas (ou de planos, no caso das quádricas). As transpostas
dessas matrizes sao as matrizes linhas p, íj, r; 8, u, v, W.

A matriz transposta, a adjunta e o determinante de urna matriz A
serño designados por A, A' e IAI, respectivamente.

Designaremos por letra maiúscula tóda matriz antí-símétríca asso
ciada a matriz coluna designada pela mesma letra, minúscula, como,
por exemplo,

Faremos uso do seguinte
Lema.-Os vértices de um triángulo autopolar com relacño a cóníca

de equacño xAx = o satisfazem a relacño

pr = A'Pq

onde p é um fator de proporcionalidade (~ O).

(.) El arco superpuesto a una letra sustituye al signo ~ superpuesto a la misma.

[1]
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Seja P o ponto dado, nao pertencente a cónica. Sóbre a polar de P,
A

tomemos um ponto arbitrário Q nao pertencente a cónica. Esses pontos
sao, pois, conjugados. A reta definida por eles tem por equacño

ou e.p 1\ q = Q

pa) (ql)
-P¿ ~:

o, isto é, xPq = o.

Podemos pór, entño,
AW = P A q = Pq (coordenadas pluckerianas da reta PQ).

Mas

!J.r = A'w (coordenadas cartesianas do polo R da reta PQ).

Entño, por substituícño adequada,

pr = A'Pq Q.E.D.

Os pontos P e Q sao conjugados do ponto R, em virtude de per
tencerem a polar de R. Os tres pontos sao, pois, os vértices de um trian
gulo autopolar.

1) Aos vetores característicos da matriz A'P correspondem os
pontos de contato das tangentes a cónica, tragadas a partir do ponto P.

De fato, se o ponto R, considerado variável, se aproxima e atinge
a cónica através da reta QR (polar do ponto P), ele coincide com o ponto
Q e o triángulo autopolar se degenera em tangente a cónica. Entño,
de [1], se tem

(A'P - pI) q = o.

Trata-se, pois, de determinar os vetores característicos de A'P.
Para ísso, calcularemos as raízes características e, a seguir, deter

minaremos a adjunta de (A'P - pI).

(

A H
A'P = A12

A13

(
AuP a - A l8P.

A••P« - A 3aP.

A 3sPa - Aasp.

Como se verifica facilmente, o trago de A/P é nulo e, portanto, é

nulo o coeficiente de p' na equacño característica.
Sendo ¡PI = O, será IA'PI =;: °e urna das raízes características é nula
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Para completar a equacño, determinaremos o traco da adjunta
de A'P:

('p¡ P¡Pi

P'P') (""
ata

a
n

)(A'P)' IAI P'A = IAI P¡Pi
a

p. PiPa ata a22 aaa

a
PIPa PiPa Pa a13 a.a aaa

IAI PPA ¡L IAI pu = A pu, [2]

pois, P' = pp, A = A, ¡Lu = Ap e ¡Lu = pA.
(¡LU = Ap, coordenadas phickerianas da polar de P).

Como se verifica facilmente, o traco da adjunta de A'P é IAI pAp,
que pode ser positivo, nulo (se o ponto dado P pertencer a cónica) GU

negativo.
A equacño característica é, entño,

pa + IAI pApo p = 0,

cujas raízes sao

PI = 0, PI = + V- IAI pAp e P. = - V- JAI pApo

Deixamos de considerar o caso pAp = 0, pois pertencendo o ponto
dado a cónica, teremos apenas que lhe determinar a polar.

IAI pAp será positivo ou negativo, conforme o ponto dado seja in
teríor ou exterior a canica, respectivamente.

Determina-se, a seguir, a adjunta de (A'P - pI) e tem-se,

(A'P - pI)' = p'I + pA'P + (A'P)'. [3]

Qualquer das colunas desta matriz, cujos elementos nao sejam todos
nulos para o valor de p (raíz característica) a substituir, fornece o ponto
de contato (vetor característico) correspondente áquele valor de p.

I1) As linhas da matriz (A'P - pI)' resolvem, para os mesmos
valores de p, o problema dual, ísto é, fornecem as tangentes corres
pondentes.

Considerando que, para o problema dual, isto é, o da determínacao
das tangentes, chegariamos, por análogo raciocinio, ti. matriz (AU - pI)',
trata-se aqui de mostrar que esta matriz é a transposta da matriz (A'P 
- pI)', isto é,

(A7P- pI)' = (AU - pI)' ou que (A7p) = AU, onde U

= ( ~3-u.
-U a u.)

O -u¡ .
U¡ O

Desde que um terno de números ou qualquer outro formado'[por
números proporcionais aos primeiros representam, indistintamente, o
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mesmo ponto (ou a mesma reta), podemos desprezar os tatores de pro
porcionalidade e escrever, por exemplo,

u = Aq

para ohtencño das coordenadas plückerianas da polar de Q, ou

u = Ap

para as coordenadas pluckerianas da polar de P.
Multiplicando a [4] a esquerda por -U, ternos

-Uu = -UAq.

[4]

[5]

Sendo o ponto R a íntersecño das polares de P e de Q, temos

r = v 1\ u = -u 1\ v = -Uv

Mas, em virtude de [1], podemos por

r = A'Pq

e, em vista de [6] e [7],
De [5] e [8], temos

-Uv = A'Pq.

A'Pq = -UAq

[6]

[7]

[8]

.i\'p = -UA = (A'Ü), sendo U= -U
e

(AiP) = AU Q.E.D.

lB) Verifica-se que
1.0 a raíz característica nula correspondem o ponto dado e sua polar,

pois a adjunta de (A'P - pI) será, no caso, em virtude de [2] e [3),

(A'P)' = A pu
que tornece, segundo urna coluna e urna linha, o ponto dado e sua polar.

2.0 para cada valor de p 0 0, a coluna da matriz (A'P - pI)' ror
nece um ponto de contato e a sua linha, a tangente relativa ao outro
ponto de contato.

Trata-se aqui de mostrar que é nula a matriz

e = (A'P - Pal)' (A'P - psI)' = ((A'P - p.I) (A'P - PaI))' .

Sendo Pa = - P.,

e = ((A'P + PII) (A'P - PII))' = ((A'P)' - P:I))'.

Efetuando a operacáo (A'PP, obtem-se

(A'P)I = (A'P)' + p:I.

Entño, e = ((A'P)')' = O. Q.E.D.

[9]
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3.° em virtude de [3] e [9],

(A'P - pI)' = (A'P) (A'P + pI)

para os valores de p =rf o, o que facilita as aplícacñes.
No caso tridimensional, com referencia as QUÁDRICAS, o problema

correspondente é o de planos tangentes tragados por urna reta definida
por dais pontos nao pertencentes a superficie.

Sejam P e S os pontos dados, nao pertencentes a quádrica. Eles
definem urna reta que é polar reciproca da reta determinada pelos planos
polares daqueles pontos. Sobre esta última reta, tomemos um ponto
arbitrário Q nao pertencente a quádrica. o plano definido pelos pontos
P, Q e S tem por equacáo, em coordenadas homogéneas,

Xl X. X. X,

Pl P. P. P, O
ql q. q. q,
Si S. S. 8,

ou

(

O P,S.-P.S, P.S,-P,S. P.s.-P.S3) (ql)
Xl X. X. X,) P.S,-P,S. O P,Sl-P1S, P1Sa-P.Sl q. = O

P,S.-P.S, P1S,-P,Sl O P.SI-P1S• q.
P.S.-PaS. P.Sl-P1S. p lS,-P.Sl O q.

ou xHq = o, representando por H a matriz antí-símétríca acima.
Temas, entño,

AW = Hq, coordenadas pluckerianas do plano (PQS).

Mas,

¡¡.r = A'w, coordenadas cartesianas do polo R do plano (PQS).

Entño, por substituicáo adequada,

pr = A'Hq [1']

relacáo a que satisfazem, os quatro pontos P, Q, R e S, formando os se
guintes pares de pontos conjugados com relacño a quádríca de equacño
xAx = o: P e Q, P e R, Q e R, Q e S, ReS. Os pontos datos P e S nao
sao necessaríarnente conjugados e ésses pontos nao sao necessáríamente
os vértices de um tetraedro autopolar.

O processo se desenvolve de modo inteiramente análogo ao que foi
feito para as cónicas, tratando-se agora de determinar os vetares carac
teristicos da matriz A'H.
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