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TANGENTES A UMA CONICA

por

Fausto MACHADO DA SiLva

Na presente_nota, indicamos um processo analitico de determina-
céo das tangentes a uma cdnica, tragadas por um ponto ndo pertencente
a curva, e dos respectivos pontos de contato, simultaneamente. Ado-
tamos coordenadas homogéneas e o método matricial e estenderemos

0 processo ao caso das qudadriecas.
Designaremos por letras minusculas as matrizes colunas, como, por

exemplo,
Zy
=1z ].
T3

A transposta desta matriz é a matriz linha 2 = (z, 2, ;). (*)

D, 4, r, s sdo matrizes colunas cujos elementos sfo as coordenadas
homogéneas dos pontos P, Q, R, S, respectivamente, ¢ u, v, w, matrizes
colunas cujos elementos sfo as coordenadas plickerianas homogéneas
de retas indicadas (ou de planos, no caso das quédrlcas) As transpostas
dessas matrizes sdo as matrizes linhas p, q, r, 8 u, v w.

A matriz transposta, a adjunta e o determinante de uma matriz A
serdo designados por A, A’ e |A|, respectivamente.

Designaremos por letra maitscula tdda matriz anti-simétrica asso-
ciada 4 matriz coluna designada pela mesma letra, minuscula, como,

por exemplo,

Ps 0 —p

P=( 0 —p, Ps
—Pa2 P 0

Faremos uso do seguinte
Lema.—Os vértices de um tridngulo autopolar com relagio 4 cénica

de equacio ‘TAZ = o satisfazem & relacéo
= A'Pg 1]
onde o é um fator de proporcionalidade (£ O).

(*) El arco superpueslo a una letra sustituye al signo ~. superpuesto a la misma.



— 04 —

Seja P o ponto dado, n#io pertencente & conica. S6bre a polar de P,

. = n~ A A 13 }\
tomemos um ponto arbitrario Q nfio pertencente i conica. Esses pontos
880, pois, conjugados. A reta definida por éles tem por equagio

Ty Ty Xs
Pr Pa Ps| =0 ouzpAg=o
91 g2 qs

. O —p,s P2\ (01 . .~
ou ainda (z, x, x;) Ds O  —p,} 1g.) = O, isto é, zPgq = 0.
— P ds
Podemos por, entdo, .
M = p A ¢ = Pg (coordenadas pluckerianas da reta PQ).
Mas

ur = A‘w (coordenadas cartesianas do polo R da reta PQ).

Entdo, por substituicfo adequada,

or = A’Pq Q.E.D.

Os pontos P ¢ Q sfio conjugados do ponto R, em virtude de per-

tencerem a polar de R. Os trés pontos sfo, pois, os vértices de um tridn-
gulo autopolar.

1) Aos vetores caracteristicos da matriz A’P correspondem os
pontos de contato das tangentes a conica, tragadas a partir do ponto P.
De fato, se o ponto R, considerado varidvel, se aproxima e atinge
a conica através da reta QR (polar do ponto P), éle coincide com o ponto
Q e o tridngulo autopolar se degenera em tangente A conica. Entdo,

de [1], se tem
(AP —pl) g = 0.

Trata-se, pois, de determinar os vetores caracteristicos de A’P.
Para isso, calcularemos as raizes caracteristicas e, a seguir, deter-

minaremos a adjunta de (A'P — pI).
, A A Ag 0 —p, Ps
AP = [Ay A Ay Ps 0 —p: =
13 A Ag —Ds D1 o

AgaDs — AgaDy Agyspy — AyaDs App: — AuDy

(Ampa — Aup. AP — Aups Ayps — szPl)
Aysps — AggDa Agspy — APy Ajspa — AasDs

Como se verifica facilmente, o trago de A’P é nulo e, portanto, ¢
nulo o coeficiente de p* na equagfio caracteristica.

Sendo [P| = O, serd |A’P| = O e uma das raizes caracteristicas é nula
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Para completar a equac#o, determinaremos o traco da adjunta
de A’P:

p: PiP2  DiPs Qi Q33 Uy
(A'P) = |A| P'A = |A| | piDs P: D2aPs A1z gz Qa3 | =
DiPs  P2Ps p: (15 Gap dys

= |A| pPA = u|A[pu = 2 py, (2]
pois, P’ =pi)\,K=A, pu = Ap eyﬁ = pA.
(pu = Ap, coordenadas pluckerianas da polar de P). ~
Como se verifica facilmente, o trago da adjunta de A'P é |A| pAp,
que pode ser positivo, nulo (se o ponto dado P pertencer 4 cdnica) ou
negativo.
A equacdo caracteristica é, entfo,

p* + |A| pAp. p = o,

cujas rafzes sfio
pr=0, po=+V—]1APAP e g =—V _—|AlpAp.

Deixamos de considerar o caso pAp = o, pois pertencendo o ponto
dado & conica, teremos apenas que lhe determinar a polar.

|A] 'ﬁAp serd positivo ou negativo, conforme o ponto dado seja in-
terior ou exterior 4 cdnica, respectivamente.

Determina-se, a seguir, a adjunta de (A’P — pl) e tem-se,

(A'P — pl)” = p2I 4 pA’P + (A'P). [3]
Qualquer das colunas desta matriz, cujos elementos nio sejam todos

nulos para o valor de p (raiz caracteristica) a substituir, fornece o ponto
de contato (vetor caracteristico) correspondente aquele valor de p.

II) As linhas da matriz (A’P — pI)’ resolvem, para 0S mesmos
valores de p, o problema dual, isto ¢, fornecem as tangentes corres-
pondentes.

Considerando que, para o problema dual, isto é, o da determinacfio
das tangentes, chegariamos, por andlogo raciocinio, 4 matriz (AU — pI)’,
trata-se aqui de mostrar que esta matriz é a transposta da matriz (A’'P —
— oI}, isto é,

T —— ——

(AP — pl)’ = (AU — oI} ou que (A’P) = AU, onde U =
0O —u, u,
= us 0O —u,}.
—U, u, O

Desde que um terno de nimeros ou qualquer outro formado}por
numeros proporcionais aos primeiros representam, indistintamente, o



mesmo ponto (ou a mesma reta), podemos desprezar o8 fatores de pro-
porcionalidade e escrever, por exemplo,

v = Agq [4]
para obtengio das coordenadas pluckerianas da polar de Q, ou
u = Ap

para as coordenadas pluckerianas da polar de P.
Multiplicando a {4] & esquerda por —U, temos

—Uv = —UAq. [5]
Sendo o ponto R a interse¢fio das polares de P e de Q, temos

r=pAu=—uAv=—U0Uv [6]
Mas, em virtude de [1], podemos pér

r = A'Pq [7]

e, em vista de {6} e [7], —Uv = A'Pq. [8]
De [6] e [8], temos A’Pg = —UAg

A’P = —UA = (AU), sendo U= —U
: (A'P) = AU Q.E.D.

III) Verifica-se que
1. araiz caracteristica nula correspondem o ponto dado e sua polar,
pois a adjunta de (A’P — pI) serd, no caso, em virtude de [2] e [3],

(A’PY = % pu

que fornece, segundo uma coluna e uma linha, o ponto dado e sua polar.

2.0 para cada valor de p =4 0, a coluna da matriz (A’P — pI)’ for-
nece um ponto de contato e a sua linha, a tangente relativa ao outro
ponto de contato.

Trata-se aqui de mostrar que ¢ nula a matriz
C = (AP — 1) (AP — g,I)" = ((A'P — p,]) (AP — g,1))" .

Sendo py = — py,

C = ((AP + p,I) (AP — p,1))’ = ((A’P)* — pI))".

Efetuando a operagio (A’P)%, obtem-se

(A'P)* = (A'PY + o)L (9]
Entdo, C = ((A’P)’)’ = O, Q.E.D,
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3.0 em virtude de [3] e [9],
(AP — pI)" = (A'P) (AP + pl)

para os valores de p £ o, 0 que facilita as aplicagdes.

No caso tridimensional, com referéncia 4s QUADRICAS, o problema
correspondente é o de planos tangentes tragados por uma reta definida
por dois pontos nlo pertencentes 4 superficie. R

Sejam P e 3 os pontos dados, nfo pertencentes & quadrica. Eles
definem uma reta que é polar reciproca da reta determinada pelos planos
polares daqueles pontos. Sébre esta ultima reta, tomemos um ponto
arbitrario Q n#o pertencente 4 quadrica. O plano definido pelos pontos
P, O e S tem por equacgio, em coordenadas homogéneas,

Ty X Xy Ty

Pir P2 DPs P -0
91 92 s Qs
§1 83 8 8y
ou
o PaSa—P3Ss PaSs—PsSe PsSr—PaSs 91
By By 2y ) | PSP 4Ss o PsS1—D1S1 P1Ss—DPs51 9\ 0o
PiSa—PsSs P18+ PaSs o DPaS1—D1S2 qs
P2Ss——PsS2 PsS1—P1Ss P1Sy—P:S1 8] qs

ou zHq = o, representando por H a matriz anti-simétrica acima.
Temos, entio,

aws = Hg, coordenadas pluckerianas do plano {PQS).
Mas,
wr = A’w, coordenadas cartesianas do polo‘ R do plano (PQS).
Entdo, por substituiciio adequada,
pr = A’Hq (11

relagdo a que satisfazem, os quatro pontos P, Q, R e 8, formando os se-
guintes pares de pontos conjugados com relagiio & quadrica de equacgéo
zAz =0:PeQ,PeR,Q0eR,QeS, ResS. Ospontos datos P e S néo
sdo necessariamente conjugados e ésses pontos nfo sfio necessariamente
os vértices de um tetraedro autopolar.

O processo se desenvolve de modo inteiramente analogo ao que foi
feito para as conicas, tratando-se agora de determinar os vetores carac-
teristicos da matriz A’'H.
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