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DERIVABILIDAD DEL MODULO DE LAS
FUNCIONES RFEALES Y COMPLEJAS

por

Jesus GOMEZ SANCHEZ

DERIVACION DEL MODULO DE LAS FUNCIONES REALES

Introduccién.—Casi todas las operaciones del algebra de los numeros
naturales, enteros, racionales, reales y complejos son comparadas expli-
citamente o implicitamente con la operacion de extraccion de moédulo.
Asimismo, las operaciones propias del andlisis son comparadas con tal
operacion de extraccion de modulo, por ejemplo, se examina la conver-
gencia de una serie numeérica y a continuaciéon la posible convergencia
de la serie de sus moddulos. Es util cuando se analiza la eventual con-
vergencia de una integral definida de una funcién real sobre un inter-
valo infinito, analizar simultdneamente la integral definida sobre el
mismo intervalo del médulo de la funciéon real en cuestion.

Al examinar la integral definida de una funcién real, también se
compara con la integral definida del médulo de la funcion dada.

Estos ejemplos, y otros muchos que podiamos presentar, patentizan
la constante comparaciéon que se efectiia de las operaciones mds diversas
con la operacion de extraccion de médulo. Sin embargo, tal comparacion
no se ha tratado en relaciéon con la operacién de derivacion de las fun-
ciones reales. Si bien, en principio, se podria argliir que en cuanto a las
funciones reales continuas de signo constante la cuestion es trivial, lo
cual no es menos cierto. Empero, con un poco mas de detenimiento se
presentan dos graves dificultades: Por una parie, no se tiene una expre-
sion algoritmica unica que exprese la derivada (supuesta existente) del
moédulo de una funcion real, y de otra parte, siendo esta dificultad mas
grave aun, es que para las funciones reales de signo variable y continuas,
posiblemente Ia descomposicién en partes positivas y negativas habria
de hacerse en infinitos intervalos, lo cual, por supuesto, ya complicaria
excesivamente la cuestion.

La exposiciéon presente esta dedicada a un tratamiento uniforme de
la materia, de la cual se han obtenido expresiones analiticas muy gene-
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rales, que creemos tienen mas importancia que las cuestiones de existen-
cia que se presentan ligadas a aquéllas.

Derivada dec médulo.

Vamos a analizar si el modulo de una funcién real, definida en un
cierto intervalo de la recta real, es una funcion derivable y cudndo.

Si f(z) es una funcién real, entonces la funcién |f(x)| verifica

f@)] - f@)] = f(x)® 5 [|f(®)]* = f(z)*
de donde

fz)] = + Vi)®

La funcién modulo se presenta, pues, como funcién de funcién,
Luego: Si f(z) es derivable, siendo cada variable derivable con respecto
a la variable de que inmediatamente depende; luego If(z)l es funci6n
derivable.

Ademads, la derivada de esta funcién se obtiene a partir de la regla
de la cadena, es decir,

2 f(z) /() f(=) f'(z) f(z) F'(z) -
D |f(z)l = = = [1
+ 2 V(@) + Vf(z)® If(z)]

expresion valida para todos los valores de x, excepto aquellos z,, tales
que f{zs) = O.

Pero aun en este caso no hemos de renunciar a la existencia de deri-
vada de la funcion |f(z)| en estos puntos singulares xs, sclamente hemos
de cambiar de procedimiento.

Vamos a calcular directamente el limite del cociente incremental
en los puntos singulares de [1]:

fl@o + R} —if(za)l Vi@ + B)?
h o h

si tomamos & > O, se tiene

0 h)2 G h) —
R R e
h h
si tomamos h < O, andlogamentie se tiene

+ Vf@o + h)E “flzo + B) P =
TR ]/[_ - ] — V@) = —Iif(zo))

en resumen, en los puntos z,, tales que f(z,}) = O, existen derivadas la-
terales, en general distintas.
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La derivada de |f(x)| en un punto singular para [1] existe, en sentido
ordinario, si y s6lo si coinciden las derivadas laterales, es decir, si y
sélo si

If(@e)] = — If' (%o}l

condicién ésta equivalente a f(x;) = O; los puntos singulares con esta
condicién restrictiva son todos los puntos singulares y sélo ellos, donde
existe derivada ordinaria.

Hemos visto que si una funcién real f(x) es derivable, entonces la
funcion |f(x)] es también derivable. Ahora probemos la reciproca:

Si una funcion f(z) es real y continua y la funciéon |f{z)| (continua
«a fortiori») es derivable, la funcién f(x) es derivable en todo punto z,,
tal que f(z,) #% O.

En efecto, en un cierto entorno de z, se conserva el signo de f(x) v,
por tanto, en dicho entorno, denotado como N(z,), se puede expresar
f(z) como

flw) = + If(®)]  sif(z,) > O, donde z e N(z,)
0 bien en la forma
flz) = — |f(z)]  sif(z) < O, donde z e N(z,).

Por tanto, la funcién f(z) es derivable en x,, porque se presenta me-
diante una combinacién aritmética de funciones derivables.

El resultado aludido anteriormente y este ultimo nos dicen que:
«Condicién necesaria y suficiente para que una funcién real continua sea
derivable es que lo sea el médulo de la funcién dada» (excluidos a lo
mas, los puntos singulares de [f(z)}).

Determinemos las funciones derivables f(z), tales que para ellas la
operacion de derivacién conmuta con la operaciéon de extraer valor ab-
soluto, simbodlicamente

D |f(z)] = |Df(z)| (?]
y segun el resultado [1] esta ecuacién adopta la forma
He) f'(=)
—— = |f'(z}|
If(=)]

0 sea
fx) f(®) = (@) . IF(@)] = If(z) F'(@)]
esta ecuacion es equivalente a
f(z) f'(z) > O,
es decir,

sg f(z) = sg f'(x)-
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De la ecuacion [1] podemos deducir una relacién mas general entre
la derivada del médulo de una funcién y el médulo de su derivada, En
efecto, sustituyendo en [1]

f(a) = sg [F'(®)] . If(=)]
obtenemos
D |f(z)] = sg [(z) sg ['(2) IDf(z)| = + |Df(x)| (3]
el doble signo en correspondencia con
sg f(z) = sg ['(z)
sg f(x) £ sg ['(x), respectivamente.

La ecuacién [3] puede ser expresada mas convenientemente en la
forma condensada

D (=) = D f(=)] . [4]

Hasta ahora hemos considerado derivadas finitas, vamos a tratar los
puntos donde hay derivada infinita. Para ello suponemos que los puntos
son aislados, respecto a tal atributo, para f'(z).

Sea zp, un punfo tal, es decir, f'(zo) = =+ o, se puede utilizar la re-
lacién

flx
D |f(z)] = e (1]

pues se trata de puntos aislados.

Suponemos de momento, f(zo) % O, por tanto, segun la continuidad
de f(z) en z,, en un cierto entorno N(x,) se verifica la conservacion de
signo de f(z).

Asi, pues, si f(zo) > O, entonces f(z) > O, para ¢ € N(z,); de donde
en virtud de [1]

D |f(z)] = (=)  para e e N(zo), T % %o
por tanto,

lim (D [f(2)]) # + o« , —

X —> Lo

en concordancia con f'(z,) = 4+ o , — o0,
Analogamente, si f(z,) < O, en un cierto entorno de z;, se verifica

Dlffz)l = —f(®); x5#
y por tanto,
lim (D [f(z)]) = F o,

&L —> Do

correspondientemente a f'(zo) = 4 oo.
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En cuanto a las singularidades de [1], donde hay derivada infinita
para f(x) en z,, se tiene que hallar el limite del cociente incremental
directamente.

Si 2, es uno de esos puntos, donde f(z,) = O, entonces, como ya
hemos visto:

[Hzo + h)| — If{o)] + V f(@o + h)?

h h

con lo cual

;lim o ifio + R} — (o)

—_—
k

lim ]/ f{zo + h)]’

=3 + [ee)
h
si f'(wo) == £ co.
Cuando o —— O—, se tiene

. [H{@o + h)| — If(20)]
lim =
h—> O— h

' LT NANER
lim l/ SR 0
= h—> O h

Lo cual nos dice que los puntos singulares de [1], donde f(x) tiene
derivada infinita, la funcién |f(z)| no tiene derivada infinita ordinaria,
pero tiene derivadas infinitas laterales distintas.

Derivada segunda y derivadas sucesivas.

Examinando la relaciéon [1] se observa que es una expresion arit-
mética de funciones derivables, cuando lo es f’(z); por tanto, existe la
derivada segunda de la funcién {f(z)|, excluides, a lo mas, los puntos
singulares.

Calculemos la derivada segunda de [f(z)]

(@) + f(z) (@] . If@)] — f(2) (@) . H2) F(@) ()]
D* If(e) = ~
i)
@ + f(a) (@) - @) — f(@)* f'@)"

- iH(z)]? . ()

y teniendo presente que

If(x)[* = f(z)* se concluye
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D* [f{#)] = ———— (5]

expresion completamente andloga a [1].

La ecuacién [b] expresa la derivada segunda de [f(z)| como combi-
nacién aritmética de las funciones f(z), |f(z)], /'(z); si esta ultima fun-
cion es también derivable, entonces también existe D3 |f(x)|, la cual se
calcula de modo andalogo a D? [f(z)]|. Teniendo presente que |f(z)|? =
= f(x)?, la expresion simplificada es

flay 17 ()
(@)

De modo general, si existen las derivadas sucesivas de la funcién
f(z), también existen las derivadas sucesivas de la funcion |f(z}){, v la
derivada n-ésima de {f(z)| (supuesta existente la derivada n-ésima de
}{z)) tiene 1a forma

Ds [f(z)] =

f(@) f(n)(z)
(=)

la cual se demuestra facilmente por induccién completa, utilizando la
simplificaciéon ya mencionada dos veces.

D) |flz)] =

Aplicaciones de la derivada del médulo.

Por analogia con lo anteriormente expuesto, consideremos la deri-
vacion, si es posible, de las funciones reales continuas de la forma f(|z}),
gsiendo f(u) una funcion real derivable, en su argumento.

La funcién f(|z|) se presenta como funciéon compuesta, y cada una
de las variables que intervienen son derivables, pues f(u) es derivable por
hipotesis; |z{ es derivable, al serlo la funcién z, en virtud de lo que pre-
cede. Por tanto, la funcion f{[z|) es derivable. Segun la regla de la cadena,
se obtiene

D f{lz]) = f(l=]) . D |z| (6]

La derivada del segundo factor se calcula con arreglo a la ecuacion [1],
asi, pues,

z.1
D z| =

= sga

sustituyendo el valor de esta derivada en [6], se obtiene
D f(jx}) = sg =. f(l=}). 7]

Como aplicaciéon de la expresion general [7] hallemos la derivada de
la funcién In |z|, Uunica funcién (junto con sus funciones compuestas)
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de la cual se suele dar la derivada, cuando aparece un valor absoluto,
en la forma indicada. Asi, pues,
1 1 1

Dinjzg| = ——.D 2| = =
|t ] sg x z

Este ejemplo nos sugiere la consideracién de funciones compuestas,
con respecto al valor absoluto de otra funcién. Es decir, funciones
reales compuestas de la forma

/

glif @)l -

Si g(u) es una funcion derivable, en su argumento, y f(z) también es
dervable, entonces {f(z)| también es derivable, en virtud de lo expuesto
anteriormente; y por tanto, la funcién compuesta g¢(|f(x}|) también es
derivable; su derivada es, recurriendo a la ecuacion [1]

f(@) f'(e)
ey

Finalmente, si las funciones reales g(u) y f(x) son derivables, también
lo es la funcion |g{|f(z)]), pues la funcién g(if(x)]), ya ha quedado esta-
blecido que es derivable; por tanto |g(if(z)|)| también es derivable, segtin
la afirmacién primera de esta materia.

La derivada de dicha funcién se obtiene por aplicacion reiterada de

la ecuacién [1], es decir, ’

D g(if(=)l) = g’(i/(=)]) . D (=) = ¢'(If(x)))

Dmmmn~iw@1»nmmm
Wl
gl (@)]

)
lg(1f{z)1)

-9 (=) -
I If()]

en definitiva se tiene

gif@) g’ i)y f(x) f'(=)
D lglif(z)] = . .
lg(1f(=)])] (@)l

DERIVADA DEL MODULO DE LAS FUNCIONES COMPLEJAS

Sea una funcién compleja arbitraria
f(Z) = u(w, y) + i U(.’l}, 9

definida en un dominio abierto del plano complejo, donde u(z, y) y
v(z, y) son funcienes reales arbitrarias, en las variables reales indepen-
dientes z, y. La funcién f(z) no es necesariamente derivable, en ese do-
minio complejo, es decir, analitica.

Vamos cuando el modulo |f(z)| de la funcién compleja es derivable,
en el sentido complejo, es decir, cuando la funeidn real |f(z)] de variable



—0] —

compleja z es analitica. Para tal consideracion utilizamos la expresion
de |f(z)| en términos de sus funciones componentes reales

) = Vur (2, y) + v {x, y) + i. O

para esta funcién compleja (en particular real) ser analitica ha de satis-
facer las condiciones de Cauchy-Riemann, que en este caso son

Dquz(w:y) + Uz(m,y) ‘—‘:DUO =0

DyYur(z, y) + v*(z,§) = —Ds 0 = O

de cuyas condiciones se deduce

if2)| = Vu? (x, g) + vi(z, y) = C,
siendo C una constante real no negativa.

Las funciones complejas, no necesariamente analiticas, definidas en
un dominio abierto del plano complejo, cuyo moédulo es funcién anali-
tica, son las funciones de médulo constante. Observemos, a diferencia
de las funciones reales, que una funciéon compleja puede no ser deriva-
ble, en sentido complejo, mientras su funcion médulo es una funciéon
derivable en sentido complejo.

Hallemos ahora la expresion general de las funciones complejas, en
términos de sus componentes reales, cuyo médulo es funciébn analitica.
Las funciones reales componentes de tales funciones han de satisfacer
la ecuacién

ut(z, y) + v (z, y) = G*

de esta ecuacién se desprende que las funciones reales u, v son de la
forma

u(z, y) = Ccost
vz, y) = Csent

donde t = ¥z, y) es una funcién real arbitraria, que ni siquiera es pre-
ciso suponer sea derivable, en sentido real. Asi, pues, las funciones com-
plejas, cuyo modulo es funcién analitica, son de la forma general

f(z) = C cos Hz, y) + i. C sen Kz, y)

donde i(z, y) es una funcién real arbitraria, en las variables reales inde-
pendientes z, y. Geométricamente, estas funciones aplican el dominio
de definicién en la circunferencia de radio C, y centro O.

Sea ahora f{z) una funcién compleja analitica, y veamos cudndo esta
funcion es tal que su moédulo sea funcion analitica. En primer lugar, vy a
diferencia de las funciones reales, la funcién compleja f(z) no es, sin m4s,
analitica en su médulo.

Ademas tiene que satisfacer su mdédulo las condiciones de Cauchy-
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Riemann, es decir, en términos de sus funciones reales componentes
u(z, y), vz, ¥)

Quug + 2v v

Do If{2)] = ~——— =
2V ur + vt
Quuy +~2uv

Dy ) = —— 2 =0

2V ur + v?
sistema este equivalente a
' dug 4 vvz = 0

18]

uuy +vvy =0.

La funcién f(z) = u(z, y) + i. v{z, y) es analitica, por hipdtesis, por
lo cual satisface las condiciones de Cauchy-Riemann

u:z;=vy

(9]

lly—«———Um

llevadas estas condiciones al sistema {8, se convierte en el sistema equi-
valente

ulg —vuy =0

viuz + uuy =0

I

el presente sistema es lineal y homogéneo en uz, uy y el determinante
de los coeficientes es

u2+v‘d

en general no nulo; y como el sisterna ha de satisfacerse idénticamente
para todos los pares de valores z, y del dominio de definicién, se concluye

uy = uy = 0, idénticamente

volviendo a las condiciones de Cauchy-Riemann [9] de la funcién f(z),
se tiene

Ua::Ug‘:O

y, por tanto, las funciones u(z, y), v(z, y) son constantes.
De modo que, en definitiva, las funciones analiticas f(z) de modulo
fambién funcién analitica son de la forma general
flz) =a -+ i b

donde «, b son constantes reales. Se trata, en tal caso, de funciones
complejas constantes,





