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ANALISIS DE LAS COLINEACIONES DEL
PLANO COMPLEJO

Poz

Jesus GOMEZ SANCHEZ

Una colineacién en el plano es una aplicacién (no necesariamente
biyectiva) que conserva la alineacion de puntos.

Para obtener su ecuacién compleja podemos describir la aplicacién
como la inducida sobre un plano puntual por una aplicacién lineal del
espacio euclideano vectorial y tri-dimensional.

Tomemos el origen comiin de vectores fuera del plano en cuestién
y la distancia a éste como unidad de medida. Los ejes en el plano com-
plejo y dos de los ejes del espacio, paralelos, del mismo sentido y orto-
gonales; también perpendiculares a la recta perpendicular al plano por
el origen del espacio, recta que dotada de sentido tomaremos como el ter-
cer eje del espacio.

Las ecuaciones del punto proyectado del rayo, de direccion X =
= § e; -+ n ey 4+ (e, sobre el plano, son pues

E+4in
Eez+nea+tea=X——>———c————=z,

siendo ey, e,, ¢, la base del espacio; 1, i la del plano complejo.
Sea ¢ una aplicacién lineal del espacio vectorial, determinada por
las imégenes f,, fs, fs de los vectores base e, €,, ¢;, respectivamente. Sean

f1 = aue; -+ A8y + i85 f2 = aze, +
4 dg383 1 G383, fa = Q185 -+ Age€y + Agay
por tanto
@:X=Eel+ne,—i:tca———>X’
X' =(aué + aun+ aulle + (@2 & + asym +
+ @3 8)es + (@13 & + das N + das ey
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y las ecuaciones del punto proyectado, sobre el plano, del rayo cuyo vec-
tor direccional es X’, son pues,

G &+ Ga ) + a5 e €+ Ao+ dsa &
X —— + L=z

13 & + dag ) + a3 § A3 &+ A+ s §

¥ las ecuaciones de la colineacién en el plano, inducidas por las ecuacio-
nes de la aplicacion lineal espacial.

@ €+ aun+ant
i3 €+ Aam + A §
Q12 & + Qpe N + @32 §
i3 & + A3 + g §

Para dar la expresién definitiva, en nimeros complejos, se han de
tener presente las relaciones.

no.
TR e [ == T e
4

E+qi=2Cz 2E=1(z+7)
E—ni=CZ ; 2in==C(E-L7

por sustitucion de &, % en términos de z, z las ecuaciones de la colineacion
adoptan la forma

au(z‘(‘—z)t + an-i(z_—z)C + 2a5.8 + iala(z“}“ZTC + aaz(z_;)c +Ri.ast
sz + 2% + iazs(;"" 2 + 2ayst

i
que liberada del factor eomun g, si { £ 0, da la expresion

” (@ur—i Qay+-@aati 1) 2 + (@11 + i Gay—aaa+i 1112); + 2{as+ias)

(@13 — i G35)2 + (Ays + § Qaa)z + 2 a5y

y, finalmente, la ecuacién de las colineaciones, en el plano complejo,
son ya —
Az4+ Bz4 G
7 =

Dz+Dz+e

donde A, B, G, D son constantes complejas; ¢ constante real.

Este seria el punto de partida del estudio de las colineaciones com-
plejas. Atn no ha sido establecida la existencia de aplicacion inversa;
por eso nos ha parecido conveniente indicarlo en la definicién, para no
excluir ninguna posibilidad.

Ahora dos consecuencias se presentan inmediatas: las Afinidades son
particulares colineaciones cuando D = 0 . — Hay una recta de puntos
propios, cuyas imdagenes son puntos impropios, se trata de

Dz4+Dz+e=0,

pues e es real, y los coeficientes son conjugados (excepto en las Afi-
nidades).
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COLINEACIONES SINGULARES
Y COLINEACIONES CON INVERSA

Trataremos a continuacién de las colineaciones que admiten inversa,
y previamente de la cuestion mas general, de los puntos del plano com-
plejo, cuya imagen por una colineacién, es un punto dado. En otros

términos, se desea saber cuéles son los puntos que verifican la ecua-
¢ion en z.

Az+ BZ+ G
Dz+D7Z +e

=a,

donde « es un punto dado; y escrita de modo més simple
De—A)z4+ (Da—B)Z+eax—C =0

eliminando z entre esta ecuacién y su conjugada
Ma—B)z+Da—Az+ea—C=0,

multiplicando la primera por (D « — A), la segiinda por (D o — B), se
obtiene

[AA—BB+BD—AD) o+ (BD—AD)ulz=

~(Ae—DCa+(CD—Bew+BGC—AC [1]

la cual posee solucién unica para los puntos « que no anulan el coefi=
ciente de z; pero aun los puntos « que verifican no idénticamente

AA—BB+BD—AD)a+(BD—AD)a=0
corresponden a los puntos de una recta propia que son imdgenes de los
puntos impropios, los cuales se reconocen algébricamente como los
zft con z £ 0, I = 0. En general, por tanto, 1a aplicacién inversa existe
y es de la forma, tomando ya « = W variable:

Ae—DCw+ (CD—Be)w+BCT—AC

BD—AD)w+ (BD—ADw+AA—BE

Z =

los coeficientes de w, w en el denominador son constantes complejas
conjugadas, y el término independiente en el denominador es una cons-
tante real. Asi, pues, la aplicacién inversa (cuando existe) de una coli-
neacion también es otra colineacion.

Cuando no hay aplicacién inversa de una colineacién es porque el
coeficiente de z en [1] es idénticamente nulo, lo cual equivale a las si-
guientes condiciones - .

AA—BB=0
- [2]
BD—AD =0,
entonces los tnicos puntos imagenes de la colineacioén son los que tam-
bién anulen el segundo miembro de [1]:

BG—AC+(Ae—DCa+(CD—Be)a=0
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entonces haciendo

A B A=2D
—— = e = )
D

D B »D

por sustitucién en la ecuacién en o, se tiene
(*De—CD)a+(CD—21De)a+rADE—ADC =0
re—Ca+(C—2re)a+2C—2C =0

ésta es, como se ve directamente, la ecuacién de una recta si D £ 0.
Cuando D = 0, en la ecuacion ahora reducida a

Aeoa—Bea +BC—AGC=0,

se verifica por el criterio de los coeficientes, que también es una recta:

e

(Ae)(BC—AC)—(—Be)(BC—AC) =
=¢(ABC—AAC) +¢(BBC—ABG) =¢(BB—AA)C=0

Se puede establecer el hecho que las condiciones [2] significan que la
colineacion aplica todos los puntos del plano sobre una recta propia.
Aun en el caso de que, con las condiciones [2], se presenten a la vez
D = ¢ = 0, también se puede decir que la imagen del plano por la co-
rrespondiente colineaciéon estd constituida por la recta de puntos im-
propios.

Se presenta otra situaciéon muy particular, donde el coeficiente de [1]
y el término independiente sean idénticamente nulos, es decir,

AA—BB=0;BD—AD=0;BC—AC = 0;
Ae—CD=0;CD—Be=0

de donde
A B C

— = == = Wy
D D e

¥, por tanto, la colineacién aplica todos los puntos del plano sobre un
s0lo punto, pues —
Az+ Bz 4+ C
= = Wp

Dz+Dz+e

Las colineaciones que admiten inversa son denominadas no-singula-
res y son, pues, en virtud del precedente andlisis, de la forma

Az+ BZ + G
Dz+Dz+e

con o
BD—AD#0

D 0,
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o bien con — —
AA—BB#£0

D=0

enire éstas se presentan, pues, correspondiendo a la segunda cleccion de
condiciones, las afinidades.
La composicién de dos colineaciones arbitrarias

Az +Bz 4+ C W Ajz+ Byz + C

Dz+Dz+e D,z+ D,z + e

es la transformacion

(AA 4 B,B + C‘lﬁ) z + (AB+ B,A + C1D);+ ALC A+ ]31.—‘:j + Cye

W= —

(D;A + D,B + ;D) z 4+ (D,B + DA 4 ¢,D) z + D,C + D.C + ege

la cual es también una colineacién, porque en el denominador los coe-
ficientes de z y 7 son complejos constantes conjugados; y el término
independiente es real. Si nos limitamos solamente a las colineaciones
no-singulares, como la inversa de una colineaciéon no-singular, también
es una colineacion no-singular; y la colineacién compuesta de dos co-
lineaciones mno-singulares es una colineacidn, que necesariamente ad-
mite inversa, podemos concluir:

El conjunto de las colineaciones del plano es cerrado respecto a la
composiciéon de aplicaciones; el subconjunto de las colineaciones no-
singulares respecto a la composicion, constituye un grupo, siendo sub-
grupo de éste el conjunto de las transformaciones afines.

CLASIFICACION DE LAS COLINEACIONES: HOMOLOGIAS

Los puntos invariantes de las colineaciones son pyntos caracteris-
ticos, en el sentido que tales puntos nos dan criterios simples para cla-
sificar las colineaciones. Los puntos en cuestion son los que verifican

Az+ Bz +C

— — =z;Az+Bz4+ C=(Dz+ D7+ e
Dz + Dz + e

ahora bien, Dz 4+ Dz + ¢ = es real, cualquiera que sea z, por tanto la
ecuacion anterior se puede escribir en forma més sencilla

Az + Bz + C = fz, t real
esta ecuacion y su conjugada
Az+Bz+C=1tz
nos permiten expresar z, z como soluciones del sistema
t—A)z2—Bz=20G
— Bz 4+t —A)z=C
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en funcién de ¢, del modo siguiente

(C —B| [t—A —B|
z=1_ 1 ! - —
|[C t—A| | —B t—A&]|
_ |i—A G} |[t—A —B|
| —B €| | —B t—A|

y los valores de ¢ se determinan por sustitucién en la ecuacion inicial

_ |G  —Bj| [t—A G| |t—A —B]
Di_ — |+ D] — = - | ({t—e [3]
| t—A| i —B €| —B t1—A&|

ecuacion de tercer grado en  y coeficientes reales, porque tales coefi-
cientes se presentan como la suma de constantes complejas conjugadas.
Asi, pues, una raiz, al menos, de tal ecuacioén, es real y toda colineacién
tiene al menos un punto invariante. Desde luego las unicas soluciones
que nos importan son las reales.

Una vez conocidas las raices reales ¢ de la ecuacién [3], para hallar
los puntos invariantes no hay mds que sustituir el valor de { en

| C — B |t —A — B
z=|_ — — |
|G t—A| ] —B t—A]|
dando para z un valor determinado, excepto cuando
|t— A — B |
| = =20
| —B t—A

Demorando momentdneamente el andlisis de esta particularidad,
las colineaciones se clasifican ,en concordancia con el nimero de raices
reales de la ecuacién {3], en los siguientes tipos, todos ellos con la con-
dicion

|t— A — B
i| —B t—1A]

I TIPO, con tres unicos puntos invariantes distintos, correspon-
Jiente a la existencia de ires raices reales distintas.

II TIPO, con dos unicos puntos invariantes distintos, corresponde
a dos raices reales, una simple y otra doble.

II1 TIPO, con un sélo punto invarianfe, corresponde a una sola
raiz real.

En onto a la excepcién, donde ya no queda determinado el punto
invaria* - por el valor de Ia raiz real, debemos recurrir directamente
a las ecuariones de puntos invariantes, correspondientes a la raiz  de [3],

ir,

Az +BZ+C=1t “(A—Bz+BZ+C=0
Dz +Dz+e=1t Dz + Dz+e—1f =0
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Si existe més de una solucion o bien ninguna, para este sistema, es
porque se verifica

il
(=]

si ademads se tiene
A—1 B C
D D e —1

el sistema no tiene ninguna solucién.
En el caso de ser

A—1t B G
D D e — 1t

existe una recta de puntos invariantes, y no s6lo se puede hallar el valor
de 1, sino que se halla una relacién caracteristica entre los coeficientes
de 1a funcién colineacién cuando se da esta situacion particular, cono-
cida con la denominacién de Homologia. La relacion en cuestion es, pues,
BD CD
D B

A — =1,

En el caso particular, D = O, recaemos en las afinidades, siendo las
Homologias afines caracterizadas como

(A—e)C =BC(siC % O),obien |A—e| = |B|(siC = O).

Examinemos el caso particular de colineaciones cuando G = O, lo
cual significa que uno de sus puntos invariantes es z = O; la caracteriza-
cion presente de Homologias es

A—e B
— = , 0 bien, B = O, e arbitrario.
D

Las rectas de puntos dobles, llamadas Ejes de Homologia; son, rds-
pectivamente,

BD - -
z4+Bz+4+ C=0;(A—ez+ Bz + G = 0;

(A—e)z+Bz=0;Dz+Dz+e—A=0

Ademads del eje de Homologia exis)te un punfo invariante, llamado
Centro de Homologia, generalmente exterior al Eje, pero a veces inci-
den y la colineacién se llama Homologia Especial, El tercer caso an-
terior es Homologia Edpecial.
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Cuando se presenta Homologia, ademas exisle otro punto invariante,
que vamos a determinar por medio de las siguientes relaciones.

Az + Bz 4+ C =1 A—tz+Bz+C=0
Dz+ Dz +e=1 Dz4+ Dz +e—1=0
eliminando z se tiene
(AD — BD — DI z = Be — CD — Bt
BD c¢D
D B

v llamando

B = A —

al valor t correspondiente al eje, la ecuacién de mds arriba puede es-

cribirse
D{o—lz=DB{lo—1

por tanto esta ecuacion se escinde en oiras dos posibles
Ip—1t = 0, 0bien, Dz = B .

La primera indica que %, se vuelve otra vez a presentar como raiz
de [3]; la segunda da el centro de Homologia. De modo que raiz corres-
pondiente al eje de Homologia es raiz doble de la ecuacién de tercer
grado que da las raices correspondientes a los puntos dobles. El centro
de homologia es el punto

B
Zy = —,
D
el cual es impropio en las afinidades homologicas, pues alli D = O,

El valor de i, correspondiente al ceniro de homogia es, pues, la solucién
t de la ecuacion _
B B
(A—l) — +B——+C=0.
D D

Si la homogia fuera especial se verificard entonces
B B

+B— +C=0.
D

(A —1p)

Restando m embro a miembro las dos iltimas ecuaciones, se tiene

B
=0

(t — to)
D
de donde
t =1 (si B # 0)

1o cual nos dice que una Homologia Especial, en su ecuacién caracte-
ristica de raices reales , todas ellas son reales e iguales, es decir, { es
raiz triple. El caso con B == O, se resuelve con mas facilidad, pues tam-
bién C = O y el centro de Homologia es el origen.





