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SOBRF, A DUALIDADE EM ESPACOS
PROJETIVOS
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Na geometria projetiva n-—dimensional apresenta—se a Dbijeclo
(dualidade) que a cada subespaco de dimensdio p (0 < p < n) faz corres-
ponder um subespaco de dimensfio n— p — 1. A dualidade no espace
projetivo S, de dimensfio n, é, pois, a cole¢lo de(n 4 1)/2 bijectes entre
os conjuntos M; dos subespa¢os de dimensfio p de S, e¢ os conjuntos
M; (ditos subespacgos duais de M;). Em particular, uma de tais bijecOes
é aquela que ao conjunto dos subespacos de dimensfio n—1 de S (de-
nominado espago dual S* de S) faz corresp onder o conjunto dos subes-
pacos de dimenséo zero de S {a saber, o proprio S).

Aqui se apresenta o problema de saber se nfo poderia haver
bijecdes, distintas da identidade, entre subespacos de dimensio p e g,
de um mesmo espago projetivo S de dimenséio n (evidentemente maior
que p e g), para quaisquer numeros inteiros p e ¢g. A resposta é negativa
para dimensdes p e g, tais que p 4+ ¢ £ n—1.

Com efeito, um subespaco de dimenséo p = n—r (r inteiro com-
preendido entre [ e n) de S é determinado por r = n — p subespacos
de dimenséio n — . Como a equaclio de um subespaco de dimenséo
n—1em S tem n coeficientes, resulta que um subespacgo de dimensfio p
seria deferminado por (n — p)n coeficientes. Mas, por convenientes
combinacdes lineares das equacbes ¢ sempre possivel obter subespagos
«paralelos» aos eixos coordenados de S (ou seja, equacdes com alguns
dos coeficientes, escolhidos arbitrariamente, iguais a zero), e, em conse-
quéncia, tal nlimero se reduz a n.r—r(r—1) = (n—p)(p + 1.

Assim, o conjunto V(p) dos subespacos de dimensfio p é um espaco
de dimenséo {n—p) (p + !). Tudo se resume em achar um numero g < n,
tal que

(n—p)p+l) =n—q) (q+1,
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isto é, tal que
p—qgn—1-—p-—gq) =0

Tal cﬁldigﬁo ¢ verificada apenas pars ¢ = pe g =n—p — L

Etn conclusfio: a unica dualidade, diferente da identidade, que pode
haver em um espaco projetivo é aquella que aos subespagos de dimenséo
p faz corresponder subespagos de dimensfo n—p —1.
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