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SOBRE LAS RELACIONES ENTRE CADENAS DE
MARKOV y SISTEMAS DE ECUACIONES EN

DIFERF.NCIAS

Por

LEONero FI!.R.NÁNDEZ MARora

El objete de este trabajo es examinar algunos aspectos de las rela­
ciones existentes entre las cadenas de Markov y las ecuaciones en dife­
rencias Iirutas, El tema ha sido tratado por Ornello Vitalí [1], pero aquí
se aborda desde un punto de vista diferente, ya que la relación se esta­
blece a partir de la consideración de sistemas de ecuaciones en diferen­
cias, que expresan plenamente la naturaleza de dicha relación.

En efecto, como es sabido, una cadena finita de Markov de pará­
metro discreto y n estados queda representada y regida por las siguien­
tes ecuaciones (*):

p¡(t + 1)

n

~Pl(l). PI!

i=l

(j = 1, 2, ... n) (1)

En estas ecuacrones se supone PI] ;;;. 0, y también que

n

~ pe! = 1,

j=l

condiciones que deben cumplirse en virtud de la propia definición de la
cadena considerada. Con notación matricial, tendremos:

[p(l + 1)] = [p(t)] [T] (2)

expresión en la que [p(l + 1)] y [p(t)] son vectores-fila estocásticos de

(*) Vid. e. g.•MathematIques nouvelles», H. Faure et .\. Kautmann, Arde Mémoire
Dunod, Tome Il, 1964, pág. 123.
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n componentes y T es una matriz estocástica o de Markov, cuyos ele­
mentos cumplen las condiciones:

Pij ;;;. O

n

(i, j = 1, 2, ... n)

~PI¡ =

j=1

(i 1,2, ... n)

propias de las probabilidades de transrción de las cadenas finitas.
La simple observación de (1) pone de relieve que se trata de un sis­

tema homogéneo de n ecuaciones en diferencias, de primer orden, cuyos
coeficientes PI¡ pueden depender del tiempo i, o no, según que la cadena
sea estacionaria o no lo sea.

Se verifica, por tanto:

ASERTO 1.-Toda cadena finita de Markov con parámetro discreto
y n estados, estacionaria o no estacionaria, viene expresada por un sis­
tema homogéneo de ecuaciones en diferencias finitas, de primer orden,
que en notación matricial puede escribirse:

[p(t + 1)] = [p(t)] [T], (2)

siendo [p(t + 1)] y [p(t)] vectores-fila estocásticos de n componentes
y [T] la matriz de transición, que dependerá o no de t, según s.e trate de
cadena estacionaria o no estacionaria. La cadena queda completamente
definida si se da el vector [p(O)] de probabílídades iniciales.

En el sistema (1) o (2) las incógnitas son las n funciones PI(t) (i =
= 1, 2, ... n), o sea el vector-fila estocástico de n componentes [p(l)].
Resuelto el sistema, obtendremos, en función de t y de [p(O)], expresio­
nes PI(l) que nos darán, para cualquier valor de i, la probabilidad de
que el sistema se halle en el estado i, al cumplirse el tiempo t.

Examinemos ahora las condiciones en que un sistema homogéneo de
ecuaciones en diferencias puede representar una cadena de Markov de
parámetro discreto.

Un sistema de ecuaciones en diferencias homogéneo, como el consi­
derado por Ralph W. Pfouts [2]:
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resulta demasiado general para asímilarlo al sistema (1), ya que éste es
de prrmer orden, en tanto que el (3) es de m-ésimo orden; además, el
sistema (1) tiene la matriz cuadrada, lo cual no ocurre en el (3). Por ello
partiremos de un tipo de sistema de ecuaciones en diferencias, cuya
analogía con el (1) es evidente:

x,(t + 1)

n

~ al](l) x](l)

j=l

(i 1,2, ... n) (4)

E'Ite sistema ha sido estudiado por Birkhoff (3) y Norlund [4), entre
otro" autores, y su estabilidad y comportamiento asintótico, para un tipo
mal, general, por Perron [5) Y Ta Li [6J, el primero de estos dos autores
para el caso ea que las al] son const antes, es decir, independientes
do t, Y el segundo para el caso de que dicha dependencia exista. W. Hahn
[7) ha aplicado el método de Liapunov al estudio de la estabilidad del
bl'>tt'ma [4J en ambos casos.

Nuestro propósito ahora es, unicamente, precisar en qué condício­
11(''' las soluciones del sistema (4) satisfacen las propiedades de una ca­
dena fmita de Markov de parametro discreto, limitándonos, de mo­
mento, al caso en que las üt¡ sean constantes.

Llamaremos matriz estocástica por columnas a toda matriz cuya
transpuesta e~ una matriz estocastrca ordinaria. Si P es una matriz
estocástica ordmaria n x n, de elementos PI]' se cumplirá que PI] >- O
y que

n

~P']
j=1

( L 1,2, ... n);

entonces, al transponer esta matriz, se verificara que P]l ;;;. OY que

n

~PJI
j=l

1 (1 1, '2, ... n),.

es decir, que las columnas de la matriz transpuesta suman 1; de ahí la
denominación referida. Es evidente que una matriz hiestocást.ica es
tambien esto castíca por columnas.

Hemos de concretar el sentido de la expresión antes empleada al
decir que «las soluciones del sistema (4) satisfacen las propiedades de
una cadena fmita de Markov de parametro discreto». Significa ello que
las funciones xLIi), soluciones del sistema (4), nos den, una vez resuelto
éste, los valores de la probabilidad de que el sistema representado por
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la cadena se halle, al cumplirse el tiempo t, en el estado í-éalmo, debien­
do, lógicamente, verificarse que O < xli) <: 1 y que

n

~Xl(i) 1.

i=1

Observemos también que en (4) los vectores x/(i + 1) y x¡(i) son
vectores-co lumna.

TEOREMA l.-Las soluciones del sistema homogéneo de primer
orden

n

xl(i + 1) = ~ al¡x¡(i)

j=1

(i 1,2, ... n) (5)

de ecuaciones en diferencias, con coeficientes al] constantes y no nega­
tivos, satisfacen las propiedades de una cadena finita estacionaria de
Markov de n estados, si el vector-columna de soluciones es estocástico
y la matriz de coeficientes del sistema, A == [al]] es estocástica por
columnas.

Demosiracion.-Si expresamos el sistema (5) en notación matricial,
tendremos:

[xli + 1)] = [A] [xli)] (6)

siendo [xli + 1)] y [xli)] vectores-columna de n términos. Transpo­
niendo la igualdad matricial (5) obtenemos

[xli + 1)]' = [xli)]' [A]' (7)

expresión que, teniendo en cuenta la [2], vemos tiene la misma estruc­
tura que la cadena de Markov representada por esta última. Mas, ha­
bida cuenta de que, por hipótesis, el vector columna de soluciones
[xli)] es estocástico, y la matriz [A] es estocástica por columnas, sus
transpuestos [xli)]' y [A]' serán, respectivamente, vector-fila estocás­
tico y matriz estocástica o de Markov.

Demostraremos ahora que, en (7), el vector [xli + 1)]' es también
estocástico. En efecto, escribamos en detalle el sistema (7):

x1(i + 1) = auxl(i) + a12x2(i) + .
x2(i + 1) = aux1(i) + a22x2(i) + .

+ alnxn(i)

+ a2nxn(i)

. + annxn(i)

(7')
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Si tenemos en cuenta que, por hipótesis, la matriz A es estocástica
por columnas, se verificará que

n

z­
i=l

1 para (j 1,2, .... n).

Sumando verticalmente los segundos miembros del sistema (7'), obte­
nemos como resultado:

..... + xn(t) = 1 (8)

ya que el vector [x(t)]' es estocástico. En consecuencia tendremos:

x¡(t + 1) + x2 (t + 1) + + Xn(t + 1) = 1 (9)

es decir, que el vector [x(t + 1)]', de términos no negativos, por serlo
las al} y las Xl(t), tiene la suma de dichos términos igual a 1, por lo: cual
es un vector estocástico, según queríamos probar.

En consecuencia, las soluciones del SIstema (5) satisfacen las pro­
piedades de una cadena finita de Markov de parámetro discreto t, con n
estados, siendo sus probabilidades de transición los términos alC de la
matriz A'. Q.E.D.

Reciproco-s-Si las soluciones del sistema [5] satisfacen las propie­
dades de una cadena finita de Markov de n estados, los vectores-co­
lumna [x(t)) y [x(t + 1)] serán estocásticos, y sus transpuestos en [7]
también lo serán. Probemos ahora que la matriz A' es estocástica, lo
cual es evidente por ser la transpuesta de una matriz estocástica por
columnas, quedando así demostrado el reciproco.

Podemos resumir el Teorema 1 y su reciproco en la siguiente propo­
sición:

PROPOblCIÓN l.-La condición necesaria y suficiente para que las
soluciones del sistema homogéneo de primer orden

x¡(f + 1)

n

~ allx/(t)

1'=1

(i 1, Z, .... n)

de ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes y no negativos
satisfagan las propiedades de una cadena finita estacionaria de Markov,
de parámetro drscreto y n estados, es que el vector columna de solu­
ciones x(t) sea estocástico y que la matr-iz de coeficientes A == [al/] sea
estocástica por columnas.

Corolario.-La proposición enunciada se cumple si la matriz A == [al}]
es bíestocást.íca.

Consideremos ahora el caso en que la matriz A dependa de t, es decir,
que sus elementos a.¡ dependan de t, suponiendo que las funciones aC¡(t)
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son no negativas. Entonces, en lugar del sistema (5) tendremos el (4),
más general. Para él podemos enunciar la proposición siguiente, que se
demostraría de manera idéntica a la anterior.

PROPOSICIÓN 2.-La condición necesaria y sufíciente para que las
soluciones del sistema homogéneo de primer orden

Xl(t + 1)

n

1: al¡(t) x!(t)

j=l

(i 1,2, ... n)

de ecuaciones en diferencias con coeficíentes variables al}(t) no negati­
vos, satisfagan las propiedades de una cadena finita no estacionaria
de Markov de parámetro discreto y n estados, es que el vector columna
de soluciones [x(t)] sea estocástico y que la matriz de coeficientes [A(t)] =:
_ [al¡(t)] sea estocástica por columnas.

También se cumplirá el corolario correlativo al anterior.
Volviendo al sistema (5) de ecuaciones en diferencias, surge de ma­

nera natural la cuestión de conocer, si se supone la matriz A estocástica
por columnas, cuándo será estocástico el vector de soluciones. La res­
puesta a dicha cuestión viene dada por el siguiente

TEOREMA 2.-La condición necesaria y suficiente para que el vec­
ter-columna de soluciones del sistema homogéneo de primer orden

Xl(t + 1)

n

~ a.¡ x}(t)

j=l

(i 1,2, ..... n) (5)

de ecuaciones en diferencias, con A == [al}] estocástica por columnas,
sea un vector estocástico, es que lo sea el vector-columna [x(O(]' de con­
diciones iniciales del sistema.

Direclo.-La solución de (5) existe y es única para cada sistema de
valores iniciales (véase, por ejemplo, T. L. Saaty [8], página 165). Si
en (7) hacemos t = O, tendremos:

[x( 1)]' = [x(O)]' [A]' (10)

Si en esta expresión el vector inicial [x(O)]' es estocástico, también
lo será el [x(l)]', en virtud de la demostración detallada en el anterior
teorema, de que [x(t + 1)]' es estocástico al serlo [x(t)]' y [A]'. Por in­
ducción se probaría lo mismo para cualquier valor de t entero natural­
En consecuencia, cualquier vector columna de soluciones correspon­
diente a condiciones iniciales estocásticas, será también estocástico.
Q. E. D.
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Recíproco.-Si el vector columna de soluciones del sistema (5) es
estocástico, veamos que también ha de serlo [x(O)]'. En efecto, en (10),
si lo escribimos en detalle, tendremos:

\
x 1(1 ) G l1X1(O) + a12xa(O) + + a1nXn(O)

xa(l) G21X1(O) + aaaxa(O) + + aanxn(O) (11)

I •• o ••••• o ••••••••• • .•.•• o.

xn(l) = GnlXl(O) + anaX2(O) + .... + annxn(O)

Basta sumar verticalmente en (11), teniendo en cuenta que [x(l)]' es
estocástico y que

para obtener:

n

~ GIl = 1 (j

i=l

1,2, ... n),

(12)1 = x 1(O) + x2(O) + xa(O) + ... + Xn(O)

que prueba que [x(O))' es estocástico. Q.E.D.

Observemos que el teorema '2 es válido también para el caso en que
la matriz A dependa de t, con lo que la cadena de Markov correspon­
diente seria no estacionaria.

Teniendo en cuenta el Teorema 2, y el carácter estocástico que im­
primen al sistema (5) de ecuaciones en diferencias, la configuración de la
matriz A y el vector [x(O)]' en las hipótesis de dicho teorema, podemos
precisar y especializar el aserto 1, enunciado al principio de este trabajo,
en la forma siguiente:

ASERTO '.l.-Toda cadena finita de Markov con parámetro discreto,
estacionaria o no, origina un sistema estocástico de ecuaciones en dife­
rencias

[p(t + 1)] = [p(t)] [T] (13)

homogéneo y de primer orden, con [p(l + 1)] y [p(t)J vectores estocás­
ticos y [TJ matriz de transición, viniendo determinada la aleatoriedad
de dicho sistema por el carácter estocástico del vector de condiciones
iniciales.

Este aserto establece una relación entre la teoría de las cadenas de
Markov y las ecuaciones estocásticas en diferencias, correlativas en el
campo de las diferencias finitas, a las ecuaciones diferenciales esto­
cásticas. Observemos que, análogamente a lo que sucede con la clase de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales estocásticas en que la
aleatoriedad se introduce únicamente por medio de las condiciones
iniciales (Vid. Saaty [8J, cap. 8 «Stochastíc differential equatíons», 8-2,
«Random init.ial condít.íon», pág. 350 Y sígs.), en el sistema (13) las pro­
piedades estocásticas de los vectores soluciones están relacionadas de
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manera no aleatoria, sino funcional o determinista, con las propiedades
estocásticas de las condiciones iniciales, ya que en dicho sistema, tanto
si la cadena es estacionaria como si no lo es, el vector [p(t +1)] queda
determinado funcionalmente a partir del [p(t)], éste a partir del [p(t-1)J,
etcétera, hasta llegar al vector [prO)] de condiciones iniciales.
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RÉSUMÉ

SUR LES RÉLATIONS ENTRE LES CHAINES DE MARKOV ET
LES SYSTEMES D'ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES FINIES

On établit la condítíon nécessaíre et suffisante pour que le systéme
homogene de premíer ordre

ti

Xl(t + 1) = ~ alj(t) x¡(t)

j=l

, , (i = 1,2, ... n)

d'équations aux différences finies acomplisse les propiétés d'une chatne
de Markov finie stationnaire ou non stationnaire, en índíquant aussi
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une rélation entre les dites chatnes et les équatíons stochastíques aux
différences finies.

SUMMARY

ON THE RELATIONS BETWEEN MARKOV CHAINS AND SYS­
-TEMS OF DIFFERENCE EQUATIONS

The necessary and sufficient condition is established for the accorn­
plishment, by the homogeneous ñrst-order system of difference equatíons

n

x¡(t + 1) = ~ al/(l) x/(l) " (i = 1,2, ... n)

j=l

oí the propertíes of eíther stationary 01' non stationary finite Markov
chaíns. A relation ís pointed out between Markov chains and stochast.íe
dífferenee equatíons.




