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INTRODUCCION

Abordamos en el presente trabajo el problema natural de estudiar
algunas relaciones topologicas entre dos espacios vectoriales E y F sobre
el cuerpo complejo C, supuesto que se encuentran en dualidad.

La originalidad de lo que se expone no radica en los resultadoes, no
nuevos, sino en el proceso seguido en su obtencién y demostraciones

realizadas.
* * *

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre C en dualidad, v o(E, F) la
topologia débil definida por la dualidad. (V. Boureaxi, Livre V, Ch, IV))

Consideremos sobre E la estructura uniforme U asociada a la topo-
logia o(E, F).

Prorosicion 1.—La estructura uniforme U es separada.

Basta probar que la interseccion de las vecindades de U se reduce a
la diagonal de E x E.

Sea un elemento (z, y) de la interseccién. Esto quiere decir que
z — y pertenece a todos los entornos de cero en o E, F). En virtud de la
dualidad entre E y F, z — y = 0.

Corolario 1.—La topologia ofE, F) es separada.
Corolario 2.—El espacio E es regular.

Sea {py}, y F, la familia de seminormas sobre E inducidas por la
dualidad:

Py € —> pyl(z) = |<y,z>|; V2 cE

Formamos la familia filtrante P de seminormas sobre E, cuyos ele-
mentos son extremos superiores de todas las familias finitas de {py},
y € F. Sea 1 la topologia localmente convexa definida por P.
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ProrosicioN 2.—La topologia o(E, F) es localmente convexa.

Las topologias o(E, F) vy v coinciden:

A} 7 coE, F), puesto que un entorno cualquiera V,c et es tal
que Vi,c = {z |z e E; pu(x) < e; pi € P}.

Como p, es extremo superior de una familia finita de seminormas
Dy, « - - » Py, Se verifica

n
Vz,s = n1 pr,,a
]=

Ahora bien, Vpyj,e ¢s un entorno de cero en o(E, F) y, por tanto,
también lo es V,,e.

B) o(E, F) ¢ = es evidente.

Se designa por F* el dual algébrico de F, dotado de la topologia
débil o(F*, F).

Como se sabe, para esta topologia, la estructura uniforme asociada
sobre F*, es separada, y F* es regular.

Prorosicton 3.—La topologia inducida por ofF*, F) sobre E coin-
cide con la topologia ofE, F), considerando E como subespacio de F*.

Basta considerar que la restriccion a E de F* limita las formas li-
neales sobre F,<a aquellas que estan definidas por la dualidad entre
EyF.

Es sabido que toda forma lineal y continua sobre F se escribe y* —
~ < y*, y > para uno y un s6lo elemento y € ¥. Sea yy el correspon-
diente a la forma lineal y continua de la siguiente

ProprosICION 4.—FE es denso en F*.

Supongamos que E no es denso en F*. Existe un puntoz,e F, 20 ¢ E,
v un entorno suyo Vj;, abierio y convexo, que verifica ENV, = @.
Por el teorema de Hahn-Banach existe un hiperplanc cerrado H, que
contiene a E'y tal que HNV, = @.Sea <z, yu > = 01la ecuacién de H.
Esto implica que < z, yu > =+ 0 siz e V, Entonces y, ha de ser distin-
to de cero, y ademds yy € F, por lo que, por la dualidad entre E y F,
. ha de existirun z € E, tal que <z, yu > =+ 0. Llegamos a contradiccion.
E es, pues, denso en F*.

Prorosicion 5.—F* es completo.

La demostracion se basa en establecer un isomorfismo uniformemente
continuo entre el completado (separado) de E, que notaremos ﬁ, yF*.

a) Existe un isomorfismo c‘ontinuo de /E sobre F*.

Sea E’ el subespacio de /E\l, denso en E e isomorfo a E.. (El teorema
de complecion de espacios uniformes nos asegura un isomorfismo uni-
formemente continuo de E sobre E’).

Por otra parte tenemos E ¢ F* y denso en F* {Prop. 4), y como las
topologias o(E, F) vy o(F*, F) coinciden sobre E (Prop. 3), podemos esta-
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blecer un isomorfismo uniformemente continuo de E’ sobre E, consi-

derado en F*, que notaremos f.
Dado que F* es regular, la prolongacién fdefa £ es continua. Lo
mismo ocurre con la prolongacion /— de f/—* a F*. La aplicaciénf~% o f

de E sobre si mismo, es continua y coincide con la identidad sobre E’

(denso en ﬁ) de modo que dicha aplicacién es la identidad sobre E.
Analogamente podemos decir que 7 o /— es la identidad sobre F*. De
aqui resulta a).

b) El isomorfismo f es uniformemente continuo.
Definimos sobre ﬁ la estructura lineal trasladada de F* mediante /—
del siguiente modo:
AAA .. . [— A~ A
Sean z, y € F, z, y € E las imagenes respectivas f—* : 2 -z, y - vy,
AN
r 4+ y—- z+y.
Definimos la operacion - sobre £ como Ia operacion
@92 +7=7F(z+0y)

Del mismo modo, si « € C la operacion externa es tal que
A A ———
(o, ) > ¢ & = [~ (ax)

Es facil comprobar que de este modo £ es un espacio vectorial

sobre C.
Esta estructura es compatlble con la estructura uniforme de E

Es decir, la aplicaciéon (x, y) -2 -+ y, es continua.

Sea ¥ un entorno de__é:\ + f, V = ﬂ\’/\) es un entorno en F* dezx -} y
por la continuidad de f. En F*Xexisten V’'y V'’ (entornos dez ¢ p),
tales que para todo z° € V' y todo y’ e V', &’ + y’ eV. Si to-

A —_— ~
mamos V' = f~1 (V) y V= f—*(V’), entornos de z e /y\, se verifica, en
virtud de 1a definicién de suma en ﬁ, que V 7 eV vV 1?’ € 4\\7”: ’a;’ +
A A
4y’ e V. R R
Del mismo modo se demuestra que («, ) = « z es continua.

T es, pues, un isomorfismo lineal y continuo de E sobre F*, de don-
de b).

¢) Como f conserva las estructuras uniformes, resulta que F* es
el completado de E, salvo un isomorfismo.
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