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DEFINICION DE TAOREMA Y SUS
APLICACIONES A LA TEORIA DE NUMEROS

por

Jose AnrtonNio EsTrRuGo

Se caracteriza la Teoria de Numeros por contener, ademas de los
teoremas fundamentales que mtegran su propia doctrina, una profusion
notable de proposiciones y conjeturas margmales, que no llegan a la
categoria de teoremas; unas veces, por no haber sido hallada su demos-
tracion, y otras, porque al comprobar la verificacién de la propiedad
establecida vemos se cumple para determinados valores consecutivos
de n(n = 1, 2, 3 ...), pero falla en algunos otros, dandonos la sensacién
de tiempo perdido en la investigacién, cuando, a nuestro entender,
puede servir para dirigirla en otro sentido complementario.

Hemos de hacer resaltar que, precisamente esas proposiciones y
conjeturas son las que han tenido y tienen mds resonancia entre los
matematicos y aficionados, bien por incitar a su resolucién el caracter
desafiante que adquieren al no haber podido ser demostradas después
de varilos siglos de investigacion, o también por el marcado interés que
despiertan las ya resueltas, que han precisado utilizar los recursos mas
potentes del Analisis para doblegar la resistencia opuesta a la solucién
de proposiciones, cuyos enunciados parecian, en principio, muy sen-
cillos.

Del extenso catdlogo que pudiéramos citar de las primeras, desta-
camos ¢l «iltimo teorema de Fermat», demostrado para n < 619, pero
no para todos los n y la famosa conjetura de Goldbach, propuesta a
Euler, cuyos intentos de solucién por Schnirelmann y posteriormente
por Vinogradov, van acercandose al fin propuesto, sin haberlo aun con-
seguido. En cuanto a ejemplo de los recursos a emplear, sefialamos el
problema de la distribucion de los nimeros primos, que puede interpre-
tarse mediante la funciéon logaritmica, descubrimiento notable por ser
sorprendente que dos conceptos matemadticos, al parecer tan dispares,
estén de hecho intimamente ligados.

Como cada propuesta o conjetura tiene un trato individual y, por
tanto, independiente de la teoria constituida por los teoremas, creemos
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justificado el crear una nueva definicion, que al recoger todas ellas, el
teorema quede comprendido como caso particular.

A estos efectos denominaremos TAOREMA (1) «a la expresion de
una propiedad que se verifica casi siempre, aunque sus excepciones
puedan ser infinitas, o bien no se hayan encontrado, pero se carece de
una demostraciéon general».

En el primer caso aparece una doble infinitud: la que representa el
numero de veces que al realizar las comprobaciones la propiedad se
verifica, y el de aquellas en que no se cumple.

Se puede tratar desde un punto de vista estadistico las comprobacio-
nes que se efectien, calculando una frecuencia relativa aritmética entre
el nimero de realizaciones de la propiedad indicada, n,, y el total de las
pruebas verificadas, n¢. Si el cociente

fr = nr/nc

se observara que a medida que n; aumenta, tiende a un numero p < 1
entonces

fr=>p

expresard la densidad asintética aritmética de la propiedad objeto del
Taorema, para n¢ - co.

Sin embargo, no serd posible llevar muy lejos el estudio de la varia-
citn de la frecuencia aritmética, toda vez que, en general, apareceran
en los cdlculos sucesivos nimeros de gran valor absoluto, dificultando,
si no impidiendo, las operaciones comprobatorias. Otras veces la den-
sidad asint6tica tendera a cero. Asi, por ejemplo, si denominamos An
al nimero de primos existentes entre los n primeros nimeros naturales,
vemos que aunque A, - oo, sin embargo, la relacion Ap/n — 0 (?).

Un Taorema cuya densidad asintética sea de facil calculo carece
—casi siempre— de interés. Por ejemplo, «La expresion n da siempre
numeros impares». En este caso puede calcularse que p = 1/2 (f, = 1;
fo= 102 1s = 2/3; fo = 2/4 ...). _

Més inferesante resultara —sin duda— encontrar una expresién
funcional, exacta a ser posible, aproximada la mayoria de las veces,
que permita escribir

fr = nrfne ~ f(n)

que nos servird para obtener la medida del Taorema para valores supe-
riores a los comprobados y, en su caso, el valor asintético del mismo
para ne — .

El concepto de frecuencia relativa, aritmética o funcional nos lleva

(1) Hemos formado esta palabra, sustituyendo la i latina inicial
por la i griega.

(2) La relacién anterior corresponderia a la frecuencia relativa del
Taorema: «La expresién n (n = 1, 2, ...} da siempre nimeros primoss.
Representando ahora Ap, el nitmero de veces que se cumple y n el de
comprobaciones realizadas.



a definirla como la probabilidad que tendriamos al verificar, al azar,
una prueba cualquiera de las ya efectuad as. Por ejemplo, la fr = Ax/n
nos seflalara la probabilidad de que al elegir al azar un nidmero menor
que n, éste sea primo.

El caso particular en que

fr = 1(nr = N¢ = 1, 2, ...)

constituye el teorema, sustituyendo a las infinitas comprobaciones la
demostracion del mismo.

En el segundo caso, no siendo posible —por no existir demostra-
ci6én general— verificar las infinitas pruebas que se requieren para trans-
formarlo en teorema, denominaremos tendencia a la unidad, denomina-
dor n¢, a dicha medida, que nos expresara hasta dénde han posido ser
llevadas las comprobaciones (3). Esto es

fr - 1 (den‘ nc)

Para distinguir el Taorema de un teorema mal enunciado, impon-
dremos la condici6n de que si para ciertos valores de n la propiedad que
constituye el Taorema falla, no por eso pierde la lendencia a seguir veri-
ficandose en los sucesivos.

Por ejemplo, si enunciamos como Taorema que ¢el polinomio de
grado n, que resulte de desarrollar el producto

nP(z) ='7}(:c-—k) = (@ —1) (@ —2) ... (x—n)

se anula para todos los valores de la serie natural, es evidente que esta
propiedad se verificara para z = 1, 2, 3, ... n; pero a partir de este ul-
timo nuimero, el polinomio no se anulara para ningdn otro valor entero
superior a él; no constituyendo, por tanto, un Taorema.

El enunciado correcto, en virtud del teorema fundamental del Al-
gebra, es el de que nP(x) se anula sblo para n valores, los que, debido
a su construccién, coinciden con los n primeros nimeros naturales.

Un Taorema tipo puede ser el siguiente:

«Todo numero ciclotomico de orden p (p > 1),

wp) = 10p—* + 10p—* 4 ... + 10 + 1 = 111 ... 1

admite una descomposicion factorial en la que existen dos factores
primos adjuntos, es decir, que tienen ambos el mismo numero p de
cifras de periodo» (4).

(3) No hace falta fijar el numerador, puesto que coinciden las
realizaciones con n; y su cociente seria la unidad, como si fuera un
teorema. Por ello, introducimos la fendencia a 1.

(4) Haber considerado este enunciado como teorema para p primo,
en un estudio que hicimos de este nimero, constituyo6 la idea para el
presente trabajo. Le dimos dicha denominaciéon por su parecido con la
ecuacién ciclotémica:

xp—r +xp-2 4 ...+ +1=0



—93 —

A este objeto construimos una tablilla en la que sélo indicamos los
fatcores que interesan de p(R) a w(16):

Orden p
del Factores primos que tienen p cifras de periodo
ciclotomico
2 11 primo aislado (5)
3 3y 37 primos aislados (6)
4 101 primo aislado
5 41 y 271
6 7y 13
7 239 y 4.649
8 73 y 137
9 333.667 primo aislado
10 9.091 primo aislado
11 21.649 y 513.239%
12 9.901 primo aislado
13 53; 79 , 265.371.653 (primos abundantes) (7)
14 909.091 primo aislado
15 31 y 2.906.161
16 17 vy 5.882.3563

Podemos observar que el Taorema no se cumple para p = 2,3 y 4;
se verifica para p = b, 6, 7 y 8; no se realiza para p = 9 y 10, y si para
p = 11; en p = 12, falla; para p = 13, ocurre lo mismo, por ser tres
nimeros los que la cumplen; para p = 14 no se verifica, cumpliéndose
para p = 15 y 16.

La frecuencia relativa aritmética obtenida en las primeras qu
pruebas realizadas es de fr = 7/15.

Una representacion grafica que ponga de relieve la diferencia exis-
tente entre teorema y Taorema seria la siguiente, en donde las barras
verticales podemos imaginar sean fichas de domino.

(Teorema):
1 2 3 &4 5 &

(6) Entendemos por «primo aislado» aquel cuyo nimero de cifras
de periodo no comparte ningun otro.

(6) EI 3 tiene una cifra de periodo y el 37, tres; luego ambos son
primos aislados.

(7) «Primos abundantes», el caso en que sean mas de dos los que
tienen el mismo ndimero de cifras de periodo.
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La demostracion del teorema nos garantiza que las fichas se encuen~
tran a una distancia tal, que al empujar la primera caeran todas las
restantes. (El teorema se cumple, pues, paran = 1, 2, 3 ... «.)

(Taorema):

:_‘;.\\ — —;-\—\\ -——>\

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Al empezar las comprobaciones (empujar las fichas) puede ocurrir
incluso que las primeras no hagan caer las siguientes: en el ejemplo
propuesto, la (1) puede o no realizarse, pero tira a la (?) y (3);1a (4) no
se realiza, ni la (5), pero ésta tira a la (6) y (7); no se cumple la (8) y s
1a (9).

Para concretar, hagamos la imagen grafica del ejemplo propuesto
como Taorema tipo; seria, encerrando entre paréntesis las que no cum-

{Taorema tipo):

plen la propiedad,
T = =] =] ~P

2y (3 s 67 8 (9) (O (12) (13) (%) 15 16

i
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que no necesita explicacion por el convenio establecido.

El hecho de que una ficha que no verifica la propiedad sefialada tire
a la siguiente, haciéndola cumplir, es lo que hemos denominado ien-
dencia, que caracteriza al Taorema.

El principio de tendencia garantiza si existe un teorema al respecto,
o al menos presume, si no se dispone de él, que existiran infinitas fichas,
algunas incluso consecutivas, cuya distancia a la siguiente sea tal que,
al empujar aquélla esta ultima caiga.

Si el reciproco de un teorema no es cierto, puede constituir un Tao-
rema; como igualmente lo puede resultar toda condicién necesaria, pero-
no suficiente, de una determinada propiedad.

Por ejemplo, enunciemos el siguiente teorema: «Todo numero primo
> b es de la forma 6k 1».

En efecto, eseribamos

6n—1,6n,6n + 1,6n + 2, 6n + 3, 6n + 4;

paran = 1,2, 3,..., se obtiene la seriq natural a partir de 5. Pero 6n,
6n + 2,6n 4+ 3y 6n + 4 son pares 0 3, luego s6lo pueden ser primos.
6n — 1, 6n + 1, o ambos (8).

(8) EIl hecho de serlo ambos da lugar a los primos gemelos, es decir,
que difieren en dos unidades.
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Deducimos de lo anterior que todo ntimero primo > 5 tiene que
adoptar una cualquiera de las dos formas que expresa el teorema.

El reciproco no es cierto, puesto que existen infinitos ntimeros de la
forma 6n £+ 1 (n = 1, 2, 3, ...) que no son primos (9).

Por tanto, sefalar la propiedad «Todos los nimeros de expresion
6n 4+ 1{(n = 1, 2, ...) son primos» es un Taorema.

El presente Taorema merece ser estudiado con algin detenimiento.

En primer lugar, el principio de lendencia estd garantizado por el
teorema de Euclides (existen infinitos ndmeros primos).

Es posible hallar la frecuencia relativa aritmética y funcional, ya
que si A, representa el nimero de primos inferiores a n, en la actualidad
se conoce que para

n = 10%, Ay = 168

n = 10°, Ap = 78.498
n = 10° , Ap = 50.847.478

I
I

I

asi como la relacién asintética
Apfn = 1/In (@)

El nimero de comprobaciones a realizar de numeros de la forma
6n 4 1, dentro de los 10m primeros nimeros es

10m — 4
3

por tanto, tendremos las siguientes frecuencias relativas

166 498
fr(10%) = = = 0,6
10%-4 10-34
3
78.496 235.488
fr{10%) = = = 0,2356
108-4 108-4
3
50.847.476 152.542.428
fr (10°) = = = 0,1525
10°-4 10°-4
3

(9) Por ejemplo, todos los niimeros de la forma:
66k + 1) F1 =5;6(7k F 1) T 1 = 7;6(11k F 2) + 1 = 11; ete.
(k=0,1,2...)
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Y de la relacién asintotica () podemos expresar la frecuencia rela-
tiva funcional de mds importancia

3n

frin) = ————
(n + R)in

incluyendo ahora como comprobaciones las que dan los dos primeros
primos, 2 y 3, no tenidos en cuenta anteriormente.

Puede observarse que pese a la apariencia perfecta del Taorema, el
limite asintético es fr(n) = 0.

Para nosotros el Taorema tipo seria aquel en que lim fr(n) = p
(0 < p < 1), ya que expresaria el paso, de todo punto importante, de
la frecuencia relativa aritmética, a la funcional, pudiendo sefialarse el
valor de p como medida asintética del Taorema.

Si en lugar de indicar una propiedad numérica, lo que expresamos
es un suceso estocastico, por ejemplo, «Al lanzar un dado aparece siem-
pre el punto 2» (10), constituye desde otro p.nto de vista un Taorema,
en donde las comprobaciones son los sucesivos lanzamientos que rea-
licemos, siendo objeto del Calculo de Probabilidades la obtencion de la
densidad asintética. En este caso se mantiene el principio de tendencia,
por el hecho de que, en cada una de las tiradas que se efectien, se en-
cuentra el punto 2, y el valor limite que se obtendria, razonado «a priori»
0 experimentalmente, p = 1/6, nos daria la medida de la densidad asin-
totica o probabilidad del Taorema.

En otros casos, la proyeccion de la definicion de Taorema fuera de la
Teoria de Numeros podria dar lugar a Taoremas sin medidas. Por ejem-
plo, si sefialamos «Toda serie cuyo tériino general un —~ 0, es conver-
gente» resulta un Taorema, ya que existen infinitas series que, cumpliens
do esta condicion, son divergentes. Se ve facilmente que la medida de
este Taorema no se adaptaria a la sistematica seguida en el presente
trabajo.

De todo lo anterior se deduce que la introduccién del concepto de
Taorema en la Matematica, la transformaria en un conjunto total de afir-
maciones no vacias, la mayoria de las cuales, mediante un razonamiento
16gico, es posible evidenciar su certeza (Teoremas), y el resto, o se cum-
plen, pero se carece de una demostracién general, o se verifican parcial
mente infinitas veces (Taoremas); y también, que a cada afirmacién
—salvo determinados Taoremas-— se le puede asignar un numero p
{0 € p < 1), que nos exprese su medida objetiva.

(10) Este enunciado es la expresion, en forma de Taorema, de su
equivalente: «Probabilidad de que al lanzar un dado aparezca el punto 2».





