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DEFINICION DE POLIGONO PLANO A PARTIR
DE UN SISTEMA DFE AXIOMAS. ORDEN DE
CONEXION DE UN POLIGONO PLANO

por

ALBERTo PEREZ DE VarGas Luque

Definicién 1. Un plano = es un conjunto dotado de estructura por
medio de un conjunto {r;};-1 de partes de = que lamaremos rectas.

x = Ur, jel
rie {r} iel

Azioma 1. Un plano contiene, al menos, dos rectas y cada recta
contiene, al menos, dos puntos.

Definicion 2. Dos rectas r, s ¢ = son paralelas si y solamente si
r=sorns = @ Escribiremos r || s. En otro caso diremos que las
rectas son secantes. Si un punto A pertenece a r diremos que r pasa
por A.

Definicion 3. Una parte X ¢ x estd alineada si existe r, tal que
Xecr.

Azioma 2. Para todo par de puntos A y B de =, A = B, existe
una, y solamente una, recta r que pasa por ellos.

Corolario 1. Dos rectas secantes tienen un punto comiun y sola-
mente uno.

Agzioma 3. Para toda recta r y para todo punto A existe una, y
solamente una, recta que pasa por A <y es paralela a r.

Proposiciéon 1. El paralelismo de rectas define en {r;};c1 una re-
lacién de igualdad.

Demostracion
t) Py =Ty = ol
ry == Ty rs =Ty ’
ii) rillrme>| 6 <> <> nlln

rifry, =@ reir, =@
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.. Ty =Ty
ii) ry || r, <>
rnNr, =©0
Py = ry
ry | rg <>
r,0r; =@

Sir, N ry = @, entonces ry || ry y queda demostrada la propiedad.

SiryNry; £ @, entonces existird A er, N1y (A ¢ry).

r; contiene a A y es paralela a r, por hip6tesis; r, contiene a A y es
paralela a r, por hipotesis: Se contradice el axioma 3, a no ser que
ry = rg. En consecuencia ry || rs q. d. e.

Definicion 4, Si lamamos R = {r};c1, los elementos de R/”
se llaman direcciones en .

Azxioma 4. A toda recta r estan asociadas dos estructuras de or-
den total, opuestas entre si.

i) Una recta orientada es una recta sobre la que se ha construido
una de estas dos ordenaciones.

ii) Dados A, B er, indicaremos con raz a r orientada de forma
que A < B. El Axioma 2 1mplica la unicidad de la existencia de r.

iii) Elegido cualquier A de r, se llama semirrecta positiva —abier-
ta— cerrada de origen A al conjunto — {B | B > A} — {B | B > A}.
Semirrecta negativa de origen A a los conjuntos {B |{B < A};{B|B <
< A}, en cada caso.

iv) Dados dos puntos de una recta, A y B, diremos que C estd entre
AyBsiA <CyC < B.

Azioma §. Entre dos puntos, cualesquiera, de una recta, existe
otro punto.

Corolario 2. En una recta hay un nimero infinito de puntos.

Definicién 5. Dado un conjunto C cualquiera y una ordenacion <
de G, no necesariamente total, se llama segmento de extremos A, B € G
al conjunto

[A,B] = {z|A <2 < B}

Se llama intervalo de extremos A, B eCa: (A, B) = [A, B] — {A, B}.

Definicién 6. Tres puntos no alineados A, B, G constituyen una
figura geométrica que se llama Trivértice. Los segmentos [ABI, [BC]
y [BA] se llaman lados del trivértice. ’

Azioma 6. Una recta que corta a un lado de un trivértice y no
pasa por ningun vértice, corta a otro lado.

Definicién 7. Dado H ¢ C (<) se dice que H es una figura convexa
si para todo par de puntos A, B € H se verifica que [A, B] ¢ H.

Definicion 8. Dado K ¢ G (<), se llama cierre convexo de K y se

escribe K a: K = N H, donde H representa a figuras convexas de C.
KcH

Proposicion 2. Supuesto, por convenio, que ® es una figura con-
vexa, la interseccién en numero finito o infinito de figuras convexas es
una figura convexa.
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Demosiracién. S1 A, B E'nIHl; I finito o infinito, entonces A, B € H,,
ie
vi, lo que mmplica que [A, B] ¢ Hy, yi, es decir, [A, B]cNH,;, 1 € L.

Coroloario 3. FEl cierre convexo K de un conjunto K es una figura
convexa.

Proposicién 3. Un punto A de una recta r la divide en dos partes
disjuntas convexas que llamaremos semirrectas de origen A.

Demostracion. Sear(<)y A er. Serdr = ryryyA, llamando r; a’
la semirrecta que estd a la derecha de A y r, a la que estd a la izquiera

Sean X e Y dos puntos de r; vy Z € [X, Y]. 81 Z ¢ r; entonces Z € r,,
o bien Z = Aj; supongamos que Z € r,, r; y r; estan totalmente orde-
nados por ser partes de r, entonces vy Y, er,yvy Yyer, = Y, < Y,
=72 <Y, yY,er,=172¢{X Y]

SiZ = A, entonces A € [X, Y], lo que quiere decirque X < A <Y
y esto 1mplicaria que X ¢r,, contra la hipotesis.

Con andlogo razonamiento conlcuiriamos que todo segmento de
extremos en r, estd totalmente contenido en r,.

Proposicién 4. Dadas dos rectas paralelas r, y r, y cuatro puntos,
Ay, A,, By, B,, tales que A, B; e r,; ¥y A,, B, € r,; toda paralela a ry
y ry, que contenga a un punto de [A,, A,] contiene a un punto de [B,, B,].

Demosiracion. Sea C, un punto de r, entre A, y B, y sea el trivértice
A,A,C,. Larecta ry, paralela a r, y ry, que contiene a un punto de [A;, A,]
v no pasa por ningun vértice A;, A, 6 C,, corta al lado A; A,, por tanto
—axioma 6— corta al lado A,C,, ya que es paralela a la recta que con-
tiene a A,, C,.

Razonando de la misma forma sobre el trivértice C,B,B,, se demues-
tra, de manera inmediata, la proposicién.

Corolario 4. Inmediatamente se desprende de esta proposicion
que si es p la direcciéon de r, y ry, la proyeccion ¢ de [B,, B,] en la direc-
cion p sobre [A;, = ¢(B,;), A, = ¢(B,)] es una biyeccion.

Esto nos conduce a un resultado importante: Si es r una recta de
n 'y ¢ la proyeccion de una figura convexa H de w, H ¢ r, sobre r; ¢(H)
es una figura convexa. Andlogamente, si H ¢ r, entonces ¢-}(H) es tam-
bién una figura convexa.

Escribamos, pues:

Proposicion §. Una recla rde un plano = divide a éste en dos partes
disjuntas y convexas, que llamaremos semiplanos de borde r.

Este resultado y la proposicion 2 da paso a:

Proposiciéon 6. La interseccion de dos semiplanos cuyos bordes
tienen un punto comun es una figura convexa, llamada Regién Angular
Convexa.

Definicién 9. Si1 A, B, C, son tres puntos no alineados; escribire-
mos BC, e interpretaremos, semiplano de borde BC, que contiene a A;
CAg semiplano de borde CA, que contiene a B y AB: semiplano de
borde AB que contiene a C.

Tridangulo es la figura convexa T == BC, n CAs N ABc. Los puntos
A, B, C se llaman vértices del tridangulo. Los bordes BC, CA y AB se
Haman lados del tridangulo.
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Definicién 10. El conjunto finito y ordenado (T, . .. .. Tn}
de tridngulos es Cadena Fuerte de Tridngulos si cada uno tiene un lado
comun con el siguielente y dos triangulos cualesquiera no tienen ningun
punto interior comiin.

Definicién 11. 'UITl forman POLIGONO cuando
ie

) 1) S1 T, Tg € {Ti}; ¢ 1 existe una caedna fuerte de tridngulos de
{Ti}i ¢ 1, que une Ty con TB’ siendo T, el primer triinguloe de la cadena
y Tg el ultimo.

tij TiNT;yi,jeles un conjunto que no contiene ningun punto
mterior a T, m a T,

tir) Si T,y T; tienen un vértice comun, existe una cadena fuerte
de triangulos de {T,}; - 1 que une T, con T; y tal que todos ellos tienen
dicho vértice comin.

Definicion 12. Poligonal es un conjunto fimto y ordenado de seg-
mentos tal que cada uno de ellos liene un extremo comun con el si-
guiente y dos segmentos, no consecutivos, no tienen ningun punto co-
mun, a excepcion del primero y ultimo segmento que pueden tener un
extremo comiin, en cuyo caso la poligonal se llama Cerrada.

Definicién 13. Borde de un poligono es el conjunto de puntos de el
que pertenecen a un lado de un tridngulo y no pertenecen a ningin
otro triangulo.

Lema 1. Por un punto pasan infinitas rectas.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Axioma 2 y del Co-
rolario 2, pues basta tomar las rectas que®pasan por el punto conside-
rado y por los de una recta que no lo contenga.

Lema 2. Un tridngulo posee, al menos, un punto interior.

Demostracién. Sea el triangulo de vértices A, B, C. Sea D un punto
entre B y G, y sea M un punto entre A y D.

Evidentemente M € BC,. Por otra parte M € AB. por ser AB¢ una
region convexa y ser M un punto del segmento [A, D], cuyos extremos
estdn contenidos en ABc. M € ACp por aniloga razoén, y en consecuen-
cia M es immterior al iridngulo q. d. e.

Lema 3. Hay, por lo menos, una poligonal cerrada p. totalmente
contenida en el borde de un poligono %.

Demostracion. Consideremos el triangulo T del poligono 4 de vér-
tices A, B y C. Sea D un punto del segmento {A, B]. Sea P un punto del
lado DC del nuevo tridngulo formado, de vértices D, Cy B. P es, trivial-
mente, mterior al triangulo T. Por P pasan mfinitas rectas: 3ea r una
recta que pase por P y no mcida con D m1 con ningtn vértice de los
triangulos que constituyen Z. El Axioma 6 nos permite afirmar que r
corta a otro lado del tridangulo de vértices D, B y C y, por consiguiente
a un lado del tridngulo T. Este lado pertenece a otlro tridangulo T, o es
del borde.

r corta a un lado de Ty, ha de cortar, pues, a otro, que puede también
ser de un nuevo friangulo T, o pertenecer al borde. El proceso, finito,
nos permite encontrar un lado 1 de un tridngulo T, que no pertenece
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a ningdn otro tridngulo del poligono y que, por tanto, forma parte del
borde de <.

Sea A uno de los vértices de T, que pertenecen a 1 —estos dos vér-
tices no pueden pertenecer, en exclusiva, a T, porque se romperia la
estructura de poligono como cadena fuerte de tridngulos— y a otro
triangulo TB' Ha de existir una cadena fuerte de triangulos que una
Ty con Tg con vértice comin en A. Si aun A pertenecen a otro Lridn-
gulo TY no comprendido en la cadena anterior, habra una nueva ca-
dena que una Tg con T..

Este proceso, finito, conduce a un triangulo Ty con un lado en el
borde de <.

Si llamamos B al vértice de Ty consecutivo a A, sobre el lado encon-
trado de Ty, podemos edificar una figura analoga, razonando del mismo
modo a como lo haciamos er A.

Iterando el proceso y leniendo en cuenta su naturaleza fimita —en-

contramos lados que solo pertenecen a un tridngulo y hay un numero
finito de ellos— llegaremos a un A’ que, o bien pertenece a 1 de T, en

cuyo caso cerraremos la poligonal construida, o bien sélo pertenece a
un tridangulo Ty; pero si asi fuera ha de haber olro lado de Ty, conte-

niendo a A’, y que fomre parte del borde de Z.

Sea A” el otro vértice de Ty, que con el A’ determina dicho lado.
Tomamos A” y continuamos el proceso hasta encontrar —salvada la
posibilidad, de esta forma, de que se presente un A’ en estas condi-
ciones— el vértice que junto con A determina 1. (Descartamos, por
trivial, el caso en que A’ pertenezca, precisamente, a Ta y solamente
a Ty).

Al comienzo de la demostracion hemos tomado una de las semirrec-
tas de origen P sobre r, pero también podiamos haber tomado la otra,
que nos conduciria, andlogamente, a encontrar una poligonal cerrada
p‘ contenida en el borde, pudiendo ser p¢ = p.

Corolario 5. Siun lado 1 de un triangulo del poligono Z pertenece
al borde, pertenece a alguna poligonal cerrada p del borde.

Lema 4. Si las poligonales cerradas p, ¥ p, estan contenidas en el
borde de un poligono Z, su interseccion es vacia.

Demostraciéon.  Supongamos que P € p, N p,. Por ser P ¢ py, entonces
P pertenece al borde, es decir, P pertenece a un lado 1, de un sélo tridn-
gulo T,. Por ser P ¢ p,, entonces P pertenece al borde, es decir, P perte-
nece a un lado IB de un sdlo triangulo TB'

La definicion de poligono implica que la interseccion 1, N 1g con-
tiene a un punto solamente, vértice comun a Ta y TB’ 01y = 1(3’ 0 bien
1, 0 1g = @. Descartada esta posibilidad por ser contraria a la hip6-
tesis, pueden darse cualquiera de los otros dos casos:

Sily = 1g; sea A, uno de los extremos de 1, vy sea ly, el segmento
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de poligonal p, continguo a l, con extremo comun A, Sea ly, el seg-
mento de poligonal p, continguo a 1, con extremo comun A,;. Supon-
gamos que 1y, # 1y pues de ser 14, = 1, podriamos situarnos en el
otro extremo B; y repetir el proceso. De no poderlo hacer, es que todosc
los lados respeclivos de cada poligonal comciden, en cuyo ¢aso p, = py. —
entonces lg, 1o,y lg,, que pertenecen al borde del poligono, tienen un
s6lo punto comun A; —pues de tener otro comncidirian—. Esta confi-
guracion geométrica contradice la estructura de poligono, pues el tridn-
gulo T de lado 1y, v el Ty, de lado 1, tendria un vértice comun y no
podrian unirse mediante una cadena fuerte de tridngulos con vértice
comun en A,.

S6lo queda, pues, la posibilidad de que 14, N1 14, sea un sélo punto Q,
vértice comun a Ty y Tg. Sea 1y, el segmento de poligonal p, contiguo
con ly y de extremo comun en Q, y lg, el segmento de poligonal p,
contiguo con lg y de extremo comun en Q.

St ly, = 1[31, tendriamos la misma figura que en el caso anterior.
Sily, 5# 1@1, observamos que lg, 14, IB, 1@1, que inciden en Q perte-
necen al borde del poligono € y esto, por la misma razén que apuntabamos
antes, no es posible.

No puede haber, concluyendo, ningun punto comun a dos poligo-
nales cerradas p, ¥ p, contenidas en el borde de £, es decir, p, N p, = @ ...
q. d. e.

De todo lo visto se deduce, trivialmente, el siguiente:

TEOREMA: El borde de un poligono estd formado por un nimero
finito de poligonales cerradas.

Definicién 14. Sies n el nimero de poligonales cerradas que cons-
tituyen el borde de un poligono plano % llamaremos ORDEN DE CO-
NEXION de 7 al nimero n — 1.

NOTA. Esle trabajo ha sido realizado tomando como base las expli-
caclones dadas por el Profesor Abellanas durante el curso 1964/65 a los
alumnos de la Licenciatura en Ciencias Matematicas en la Universidad
de Madrid. A él agradecemos su indispensable y sabia direccion.
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