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MATRICES NILPOTENTES SOBRE Zm

por

D. BortMan Y H. Ramirez-Loprez

Una matriz A, de orden k, sobre un anillo R, se dice que es nilpo-
tente si existe un entero positivo h tal que Ah = 0. En este trabajo
desarrollamos una férmula para el numero de matrices nilpotentes
sobre el anillo Z, de los enteros moédulo un entero positivo m > 2.

Dado un entero positivo &k y un anillo finito R, sea N(k, R) el nu
mero de matrices & X k mlpotentes sobre R. Observamos que si R es un
cuerpo, entonces N(k, R) es, efectivamente, el nimero de matrices X,
de orden k sobre R, que satisfacen a la ecuacién X* = 0. En particu~
lar, si R es Zp, siendo p primo, entonces

—a(m) k
NUk, Zp) = g(k) D P T oo
£ j=1
donde -
9t) = IHO (pt—p, =1

es el numero de matrices I X {no singulares sobre Zp, g(0) = 1, v, ademas,

k k
a(n)zZ K (14— 1) + 2u kuZ o
u=1 ’ v=u41
k
2 ky se define como O §,
v=k41

donde la sumacion se efectua sobre todas las particiones m de k defi-

nidas por
k
-Xin

1=1
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Esta formula es un caso particular de la férmula dada en [R] para el
ndamero de matrices k X k sobre un cuerpo finito GF(q), que satisfacen
a un polinomio monico dado sobre GF(g).

Ahora bien, sea A = [a;j] cualquier matriz & x k, sobre el anillo

de los enteros, con la propiedad 0 < a; < p°<+1 para todos los ele-
mentos a;; de A, donde p es primo y « es un entero positivo. Entonces
existen matrices tnicas B = [by] v K = [ky], de ovden k, con 0 <

< by < p*y 0 < ky < p para tdos los elementos o, v &y de B v K,
respectivamente, y tales que
A =B+ p*K.

Lema: A es nilpotente médulo p%+1 (es decir, existe un entero positivo h
tal que A" = 0 mod p), si v sélo si B es nilpotente modulo p*.
Demosiracién: Supongamos que A es nilpotente mddulo p“+1. Enton-
ces existe un entero positivo h tal A = 0 mod. p%+1. Por tanto, AR =
= 0 mod. p% Pero A = B mod. p%; luego B2 = 0 mod. p%, o sea B es
nilpotente moédulo p*.

Reciprocamente, supongamos que B es nilpotente moédulo p%. En-
tonces existe un entero positivo 2 tal que Bh = 0 mod. p%.

Ahora bien, Ar = Br + p% (Br—* K + Br—2 KB + Br—3 KB? +
+ ...+ KBr-*) mod. p°°+1 para todo entero positivo r. En particular,
Ah = B2 4 p% (B—1K + ... + B KBh~t 4 B—1KBh 4+ .., 4
+ KB#—1) mod. p*+1.

Pero como Bk = 0 mod. p%, tenemos que B? = 0 mod. p%+1,

Asi, pues, A% = 0 mod. p*+! y, por tanto, A es nilpotente mo-

dulo px+1,
Por induccién en o, podemos demostrar facilmente el siguiente

Corolario: N(k, Zpx) = ple™ V% N(k, Zp).

Finalmente, desarrollamos una férmula para N(k, Zn), cuando m es
un entero positivo arbitrario > 2. Para ello utilizaremos-.la bien cono-
cida descomposicion de Zm,m en una suma directa de subanillos de Zp.

Supongamos que m = p,% p,% ... p/% es una factorizacion de m
en potencias de primos distintos. Para cada i = 1, 2, ..., r, sea p; el
entero positivo unico, tal que m = p,* p,. Entonces existen enteros
Zy, Zgy ..., Zr, tales que

.07 + Tpe + - .. 4+ Tpr =1 mod. m

Paracadai = 1,2, ..., r, sea ¢ = Zip:.
Entonces, ¢, + €; + . . . + ¢ == 1 mod. m.

Omod. m,i#7j
elel =

eemod. m, i = j,
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es decir, 1 € Zm puede descomponerse en idempotentes muluamente
ortogonales.

Por tanlo,
Zm = M; 0 M, 0 © My,
donde
M, = {a,=aa = mod. m | a e Zn})
Ademas, cada My, i = 1, 2, ..., r es isomoérfico a Zp; ai respecto de

la correspondencia

fla) = a mod. p, «i, siendo a;, = ae,

Teorema:

m Ie? r
N(k, Zm) = [ T N(k: ZI”);
P1iP: pr i=1

donde m = p,*1 p,% . . . pr% es una factorizacién de m en potencias
de primos distintos.

Demostracion: Cualquier matriz & X k sobre Zn puede expresarse
en la forma tnica

A=A, + A, + ... + Ay mod. m, donde cada A, es una matriz k X k
sobre M,.

Ademas,

Al = 0 mod. m, si y so6lo si A? =0 moédulo mparacadai =1,2,...,r.
Luego,

N(k, Zm) = = N(k, M)

Pero M; = Zp; o, y, en consecuencia,
N(k, M;) = N(k, Zp, o)

para cada { = 1, 2, ..., r,
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Por tanto,

m k? r
= [————————————] ™ Nk, Zp:)
PiPz - - - Pr 1 =1
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