— 155 —

RAICES CUADRADAS EN CUERPOS PRIMOS
DE CARACTERISTICA P

por

J. M. MARTINEZ SANCHEZ

1. INTRODUCCION

Dado un cuerpo K, podemos establecer un homomorfismo de anillos
¢ : Z - K definido del siguiente modo:

a) on)=1+...+1=n.1sin>0;1ekK.
b) ¢(—n) = — o(n).

Si¢ es inyectivo, Z es isomorfo a un anillo de K, y por consiguiente K
contiene un subcuerpo isomorfo a Q; en este caso se dice que K es de
caracteristica cero.

Si ¢ no es inyectivo, ker ¢ es un ideal de Z, luego como Z es anillo
principal ker ¢ = (p), p € Z, de forma que Z/(p) se identifica con un sub-
anillo de K, lo cual implica que Z/(p) es un anillo integro y consecuente-
mente p es un numero primo.

Z/(p) es el anillo de las congruencias mod. p, consta de p elementos.
Ahora bien, como todo anillo integro finito es un cuerpo y ademas todo
cuerpo finito es conmutativo, Z/(p) se identifica a un subcuerpo con-
mutativo de K. En este caso se dice que K es de caracteristica p. A los
cuerpos Z/(p) los designaremos I'p.

Definicion 1. Un cuerpo K se dice finite s1 card(K) = n, n € N.

Tanto Q como I'p son los subcuerpos minimos de un cuerpo K y
reciben el nombre de cuerpos primos.

Definicion 2. Un cuerpo se llama perfecto s1 es de caracteristica
cero, o si siendo de caracteristica p coincide con el subcuerpo K?.

Como consecuencia de que todo cuerpo primo es perfecto, sabemos
que todo elemento de I'p admite raiz p-esima en I'p.

2. RAICES CUADRADAS DE LOS ELEMENTOS DE I'p (p > 2).

Sea z € I'p, ¢ admite raiz p-ésima, pero no ocurre lo mismo con las
raices cuadradas, ya que si p 7% 2 existen elementos en I'p que son cua-
drados de elementos de I'p y otros no son.
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Ejemplos:

a) EnT; 0y 1 admiten raiz cuadrada y no admite el 2.
) En T'; admiten raiz cuadrada el 0, 1 y 4, pero el 2 v 3 carecen
de raiz cuadrada.

¢) EnT, poseen raiz cuadrada los elementos 0, 1, 2, 4, v no poseen
raiz cuadrada los elementos 3, 5 y 6.

Es inmediato dar una condicién suficiente para que un elemento
z € I'p admita raiz cuadrada en I'p, basta conque sea cuadrado perfec-
to en N, En efecto: siz =a2eN comozelp = z < p =
=> a < p=>» a €l'p. (Nota: excluimos el cero de I'p.)

Proposicién 1.8 Si un elemento z € I'p posee una raiz cuadrada
en I'p, entonces admite otra, cumpliéndose las siguientes condiciones:

a) Las dos raices son Unicas.

b) Sip > 2 las raices son distintas; si p = 2 doble.

Demostracion: Six € I'p y por hip6tesis £ = a® con a € I'p, entonces
(p—a)® =p>—2ap + a* = (p—2a) p + a® = a® = z; luego si a® =
=gz =>(p —a)® = z.

b) az#£p—a,puessia = p—a —=> 2a = p, en conira de ser p
primo #£2.8ip =2 a =1y p—a = 2—1 =1 esla raiz doble.

a) Sia®=2zya?=2zxconaya eIptenemos que a® — a’* =
= 0 = (a + a’) (¢ — a’) = 0, por ser I'p cuerpo carece de divisores
de cero, es decir,a +a’ = 06a—a’ = 0,luegoa =p—a’6a = a’.

3. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO EN I'p.

Sea az® + bz + ¢ = 0 (1) una ecuacion de segundo grado con coefi-
ciente en I'p, a £ 0. Entonces existe un elemento a e I'p tal que aa =
= 1 € I'p y podemos escribir la ecuacion (1) en la forma

x? 4 abx + ac = 0 (2]
y poniendo ab = m, ac = n tenemos:
zt+maz +n =0. [38]
Sea 2 el inverso de 2 en I'p, podemos escribir [3]:
( + Bm)? = *m)* + (p — n) (4]

y la investigacién de las raices de (1) queda reducida a obtener las
raices cuadradas del elemento de I'p = (2m)2 + (p — n).

Definicién: Damos el nombre de discriminantes de la ecuacion

az® +bx +¢=0 a D =2m) + (p—n)
Se pueden presentar los casos siguientes:
1. D admite dos raices cuadradas en I'p:

D = d% D = (p — d)?, entonces la ecuaciéon 2 + mz + u = 0 tiene las
raices 2, = d + (p — 2m), z, = (p — d) + (p — 2m).
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2. D =0¢eTIp

La ecuacitn 22 + mz + n = 0 admite la raiz doble: z; = p — 2m =
= z,. En este caso (2m)? = n.

3. D no admite raices cuadradas en I'p, entonces la ecuacion 2* 4-
4+ mz 4+ n = 0 carece de raices en I'p.
Como consecuencia de lo anterior, obténemos la siguiente

Proposicién 2.2 [2% 4 k(k -+ 1)] e I'p admite raices cuadradas en I'p:
Demosiracién: La ecuacion 22 + z + p — k (k + 1) = 0 admite las
raices £, = ky xy = p — (k 4+ 1), en efecto:
k* 4+ k+p—£k(k+1)=p=0.
p—(k+UP+[p—(k+D]+p—Fk(k+1)=p*—2(k+1)p
++1)P+p—(Ek+1)+p—kk+1)=[p—2(k+1)]p
+ k42 + 1+ (p—Fk) +(p—1)+(p—Fk)+(p—Fk = [k2
+(p—#)] + [k 4+ 2(p—Fk)] + [1 + (p—1) ]= 0y como el dis-
criminante de la ecuacion es D = 22 + k (k -+ 1) queda desmotrada la
proposicion 2.2

Ejemplos:

1) Resolver enI';las ecuaciones2? -2 +1 =0ya22+ 2 +5 =0
2ttt l=x4+24+(7—2-3)=0 T, =2,,=7—3 =4
24+z2+b5=z,+2+(7—1-2)=0 =12, =7—2=25

2) ResolverenI';;las ecuacionesz? + 4+ 3 =0,22 +2 4 17 =0

2+ +3=22+2+R3—4.5)=0 z,=4,z,=23—5 =18
22tz 17=224+2+R23—2.3)=0 z,=2,2,=23—3 =20

I

3) Hallar en I',, las raices cuadradas de 5 y 13.
5 = 2% 4+ 3.4, ya que
2% 4+ 1
[ —— )
2

22 == 15% = 22 v 22 + 12 = 5, luego 5 es el discriminante de la ecuacién
z?2 + z -+ (29 — 3.4) = 0, cuyas soluciones son z;, = 3 y 2, = 25; por
daltimo, como 2, = d + (p — 15) =d + 14 = 25,d = 11 y d’ = 18,
es decir, que 112 =57y 182 =

13 = 22 4 4.5 es el discriminante de z* + z + (29 —4.5) = 0,
z,=4,2, =Uyxys=d + 14 =24 d = 10,d = 19, son las raices
cuadradas de 13 en I'y,.

4) Raices cuadradas de 30 en T'y,.

— — 37 + 1 —
30 =24 12,2 = ——=19d =1+ 2 =20,d" =
2
Como consecuencia de la proposicién 2.% tenemos la siguiente
Proposicion 3.2 La ecuaciéon 2 + m ¢ + p—m3{m + 1) = otiene
solucién. en I'p.
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Proposicién 4. Si la ecuacion 2?2 + me + n = 0 tiene la raiz z,,
entonces también tiene la 2, = (p — m) + (p — z,).

Demosiracion: Si D = d? = (p — d)? entonces @, = d + (p — 2m)

v, = (p —d) + (p —2m), sumando £, + z; = 2 (p —2m) = p —m,
luego z, = (p — m) + (p — x,).

4. CONDICIONES EN LAS QUE LOS ELEMENTOS DE I'p ADMITEN RAIZ
CUADRADA.

El grupo multiplicativo de I'p es ciclico de orden p — 1, como con-
secuencia se tiene que xp—* = 1 para todo = € I'p.

Definicién: Se dice que =z € I'p es una raiz primitiva de I'p si para
todo elemento y de I'p existe un entero s, 0 < s < p— 1 tal que y = 5.

Por tanto,  engendra el grupo multiplicativo de I'p, cuyos elementos
son ¢, 3, — ., ap—t y tal que xt £ X sii i £ j, gp—t = 1,

TeEOREMA 1.° Six es una raiz primitivae de I'p, entonces £ no admi-
te raiz cuadrada en I'p.

Demostracién: Si ¢ = a*, a € I'p, entoneces como p — 1 = 2e¢, ten.
driamos que z¢ = g% = ap~* = 1,0 <e < p—1,luegoxe = 1,0 <
< e < p — 1 en contra de la hipotesis de que x es una raiz primitiva
de I'p.

Corolario: La condicién necesaria para que un elemento de I'p ad-
mita raiz cuadrada es que no sea raiz primitiva de I'p.

Tenemos los elementos de I'p clasificados asi:

i) Elementos que engendran un grupo ciclico de orden p — 1
o raices primitivas de I'p y que no admiten raices cuadradas.

ii) Elementos que engendran un subgrupo ciclico de orden ¢ <
< p — 1, estos elementos pueden o no tener raiz cuadrada.

Si un elemento y no es raiz primitiva de I'p, sea ¢ el menor entero
menor que p que cumple y? = 1, entonces como para todo = € I'p se
verifica que zp—! = 1, tenemos que yr-1 = y4, pero como g < p — 1 se
eumple que ¢ / p — 1, luego p — 1 = k. ¢, y puede suceder, puesto que
p — 1 es par, que k sea par o no.

El siguiente feorema nos caracteriza estos elementos.

TeoreMA 2. Sea y un elemento de I'p, sea ¢ el menor entero,
g < p — 1, tal que y7 = 1 se verifica:

a) Sigq=p—1/k donde k es par, entonces y admite raiz cuadrada
en I'p.

b) Sigq = p—1/k, donde k es impar, entonces y no admite raiz
cuadrada en I'p.

Demostracion:

a) Sea y p—i[y = 1; el subgrupo ciclico de orden k engendrado
por y tiene los siguientes elementos: 7, y% . . ., g7 =1 con g = P/,
Sea z una raiz primitiva de I'p: ¢, 2%, , — 2P~ = 1, con @i 7 xz/
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siy s6lo si i 5£ j, son todos los elementos de I'p. Por consiguiente y = s
mediante multiplicaciones sucesivas tenemos:

yp—pt = (@5)p—fy = asPat = 1, luego xsP et = 2P o
st = g0, lo que implica:
s(p—1) s{p—1)

21 2

es decirs = 2t 6 s = 0, de donde y =2 6 y = o = 1, prescindiendo
de éste caso trivial, y = (2)2, poniendo a = zf tenemos que y = a?
admite raiz cuadrada en I'p.

b) Basta demostrar el reciproco de a), es decir, que si un elemento
tiene raiz cuadrada en I'p, entonces el memnor entero g, tal que y7 = 1
es de la forma p—!/,. En efecto, siy = a?, sea z una raiz primitiva de
Tp tenemos que a = zte y = 2, luego y? = x4 = 1 pero como x es
raiz primitiva y el menor entero que cumple z%¢ = 1 es p — 1, tenemos
que 2ig = p — 1, lo que implica ¢ = p—2/;; Q. E. D.

Resuminos los resultados anteriores en el siguiente

TroreMA 3. La condicién necesaria y suficiente para que un ele-
mento de I'p admita raiz cuadrada en I'p es que sea potencia par de
alguna raiz primitiva de T'p.

Demosiracién: La condicién es suficiente: y = 2% = (25)?%, poniendo
xs = a tenemos y = a®

La condicién es necesaria: si y = %1 siendo & raiz primitiva de
I'p, = no se puede expresar como potencia par de ningun elemento de I'p,
pues en caso conirario xz tendria raiz cuadrada en I'p, en contra de las
hipbtesis de que z era raiz primitiva, luego y sélo se puede expresar como
potencia de exponente impar de elementos de I'p.

Consecuencia 1. Si z es una raiz primitiva, todas sus potencias pares
son los elementos de I'p que admite raiz cuadrada. Por tanto en I'p hay

p—1

2

elementos que admite raiz cuadrada y
p—1

2

elementos que no la admiten. (El cero excluido.)

Consecuencia 2. Sip—I1/,es el menor entero para el cual yp—2/, =1
entonces y engendra un subgrupo ciclico de orden p —1/, de I'p, cuyos
elementos y, y2, y?, —, yp—1/, son todos los elementos de I'p que poseen
raiz cuadrada. En efecto, como y = a2 a = zt, y = z% todas son po-
tencias pares de ¢ y todas son distintas, luego son todas las potencias
pares de z en I'p.
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Consecuentemente, y, y% y3 — , yP~'/; no son raices primitivas
de I'p.

Consecuencia 3. Siz es un elemento de I'p que no posée raiz cua-
drada y g = Pp—/, es ¢l menor entero para el cual 2¢ = p — 1, enton-
ces x es raiz primitiva de I'p.

Consecuencia 4. SizP™'[: = p—1, pero existe otro entero q< P—/,
tal que z2 = 1 0 z¢ = p — 1, entonces z ni es raiz primitiva ni admite
raiz cuadrada en I'p.

TreorEMA 4.

a) Siy = p — 1 admite raices cuadradas en I'p hay

p—1
2

elementos de I'p en total, se excluye el cero, tales que ellos y sus opuestos
admiten raiz cuadrada en I'p y otros

p—1
2

elementos que ni ellos ni sus opuestos admiten raices cuadradas en I'p.
b) Siy = p— 1 no admite raiz cuadrada a I'p, entonces para todo
elemento de I'p él o su opuesto admite raiz cuadrada pero no ambos.

.

Demeostracion:

a) p-—1 = d? sea z una raiz primitiva de I'p y pongamos d == z!,
entonces p — 1 = z%. Sea ahora o = b?, be I'p como a = z%, b = B,
tenemos que a = z2P y 2% , 28 = (p — 1)a, luego 2*(+8) = pa —a =
=(a—1)p + p—a=p—a, lo que nos dice que p — a = d,? con
d, = zi+8,

b) p—1 = ds, s = impar, sea « raiz primitiva deT'p ysea d = a,
es decir, p — 1 = xst, st = { impar. Sea a = 0%, b eIpa = 2% b = zB,
luego @ = x2B tenemos, como antes, a5t . 2*8 = (p — 1) ¢ 28t+B =
=pa—~a={a—1)p + (p—a) =p-—aycomo st 4 2f es { impar,
resulta en virtud del teorema 3, que p — a no tiene rafz cuadrada enI'p,
pero si la tiene a.

En el caso en que p — 1 = a® tenemos que p = a? + 1, luego a tiene
que ser par, pues en caso contrario a® seria impar y p = a® -+ 1 seria
par en contra de ser p numero primo distinto de 2. Por consiguiente,
a = 2a, a? = 4a? y p == 4a® + 1, poniendo k& = o? tenemos que p ==
= 4k + 1.

El reciproco que no se verifica en Z, basta fijarse en el caso de p=13,
si se cumple en I'p. Veamos el siguiente lema.

Lema. En todo cuerpo I'p se verifiea que si p = 4k + 1, entonces
p—1 = a&
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Demostracion: Sip = 4k - 1, entonces p — 1 = 4k, sea = una raiz
primitiva de I'p y sea k = «l, 2 = 25, entonces 2% . &! = p — 1, es de-
cir, g%+t = p — 1 elevando al cuadrado [w*+!]? = (p — 1)2 = 1, es
decir, x4s+2t = zp—1, luego 4s + 2 = p — 1 tenemos finalmente,
4s + 2 = 4k, 28 + t = 2 y I = 2(k — s) poniendo k — s = r, obte-
nemos que { = 2r, luego k = at = z% = (2r)* poniendo z" = o, k = a?
¥y p — 1 = (Ra)? escribimos 2« = a y tenemos, por Gltimo, p — 1 = a?
C. Q. D.

Entonces, si p — 1 no admite raices cuadradas enI'p, p no es de la
forma 4k + 1, luego p tiene que ser de la forma 4% 4 3. El teorema 4
lo podemos enunciar asi:

TeoreMA 5. Sea I'p un cuerpo primo de caracteristica p # 0, se
verifica que:

a) Sip=1, mod. 4, existen, en I'p, p—1/, elementos en total, tales
que ellos y sus opuestos admiten raiz cuadrada y los p—1/, elementos
restantes ni ellos ni sus opuestos, P—*/, en total, admiten raiz cua-
drada en T'p.

b) Sip =3, mod. 4, todo elemento de I'p o su opuesto admite raiz
cuadrada en I'p, pero no ambos simultaneamente.

Obtenemos los corolarios siguientes:

Corolario 1. Sip = 4k + 1, entonces &k € I'p admite raiz cuadrada
en I'p.

Corolario 2. Sip = 4k -+ 1, entonces p — 1 admite raiz cuadrada
en I'p.

Corolario 3. Sip = 4k + 3, entonces p — 1 no admite raiz cuadra-
da en I'p.

Corolario 4. Sip = 4k + 3, entoncesop —206p —k-—1, 0 am-
bos, admiten raiz cuadrada en I'p.

Ejemplos:
1. jPosee 10 raiz cuadrada en I';3? ;Y 17 en I'y,?

Como 13 = 4.3 4 1, si 10 posee raiz cuadrada en I'y; también la
posee 13 — 10 = 3 vy reciprocamente. Pero 3 = 3, 32 = 9, 33 = 1,
luego ¢ = 3, ¢ = 13 — 1/4, k = 4 par, por tanto 3 posee raiz cuadrada
en I';; v lo mismo sucede con 10 (6% = 72 = 10).

En la segunda interrogante 19 = 4 . 4 -+ 3, luego si 17 tiene raiz
cuadrada en I',y, 2 = 19 — 17 no tiene y si 2 admite raiz cuadrada 17
no la admite. Como 2 = 2, 2% = 4, 2% = 8,24 = 16,25 = 13,28 = 7,
2" = 14, 28 = 9, 2° = 18 tenemos que 21—/, == 19 — 1, por tanto 2 es
raiz primitiva de I';, ¥ 17 tiene, por consiguiente, raiz cuadrada en I'y,.

2. Hallar todos los elementos de I';, que posee raiz cuadrada.

Puesto que 17 = 4 . 4 4 1, cuatro elementos y sus cuatro opuestos
poseen raiz cuadrada. Como 4 posee siempre raiz cuadrada, tenemos que

1, 4, 16, 13 posee raiz cuadrada, lo mismo con 9 y 8. Los cuadrados de
estos elementos también poseen raiz cuadrada 8% = 13, 132 = 2, y
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tenemos 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16 son todos los elementos perdidos, ya que
15 = 17 — 2.

3. Hallar una raiz primitiva de I'y;.

Como 11 = 2.4 + 3y 4 posee raiz cuadrada en I';, se deduce que 7
no posee raiz cuadrada en I'y;. Entoneces: 7%, 72 = 5, 7% = 3, 74 = 3,
75 = 10 y al ser 71/, = 11—1, 7 es una raiz primitiva de I';,. Ahora
es facil hallarlas todas, puesto que basta tomar las potencias de exp. im-
par de 7 y excluir las que engendran subgrupos de ord. menor que 11.

Es decir, 7, 2 = 7%, 10 = 75, 6 = 77, 8 = 79 y excluir el 10, pues
102 = 1, luego las raices primitivas de T';; son {2, 6, 7, 8}.

5. APLICACIONES A LA SISTEMATIZACION DE 10S CONJUNTOS I'p(m)
DE ECUACIONES CUADRATICAS.

Si bien ahora podemos dar algunas proposiciones para la resolucién
de algunas ecuaciones de 2° grado en I'p, lo principal sera discutir la
solucién de las mismas.

Proposicion 5. Sip =1 (mbd. 4) y la ecuacibn 2* + mz + n = 0,
tiene solucién en I'p, entonces también le tiene la ecuacién z* 4 m'z 4
-+ p — n = 0, siendo m’ la raiz cuadrada de p — m?2.

Demosiracion: En efecto como m? admite raiz cuadrada en I'p tam-
bién la admite p — m?, sea m’ como indicdbamos. El discriminante de
22 + mzx + n =0es D =22 m? + p — n Yy posee raices cuadradas
en I'p, luego lo mismo le ocurrea D' = p-—D =n + p — 2% m?®, pero
este es el discriminante de la ecuacién 22 + m’z + p — n = 0, ya que:
D=22m2+n=2(p—m?) +n=p—2m+n=p—D,y
la ecuacién 2% + m’ ¢ + p — n = 0 tiene solucién en I'p. Q. E. D.

Proposicién 6. Sip = 3, méd. 4, y la ecuacion z* + mz + a* = 0
no admite solucién en T'p, entonces la ecuacién z* + 2a © + m’ = 0,
donde m’ = (Zm)® admite solucién en I'p.

Demostracion: El discriminante de 2* + mz + a® = 0 es D = (2n)* +
+ p — a® que no admite raices cuadrada en I'p, luego en virtud del
teorema 5 p — D = a* + p — (2m)® si admite raices cuadradas, pero
D’ = p — D es el discriminante de z* + 2az + m’ = 0, luego esta ecua-
cion admite soluciones en I'p. Q. E. D.

Sea ahora el conjunto I'p(m) de ecuaciones z* + mz + n = 0, con
m fijo y n recorriento todo I'p, entonces D = (2m)? + p — n toma todos
los valores de I'p una sola vez y en virtud del teorema hay p — 1/2
valores de D que admiten raiz cuadrada en I'p vy otras p — 1/2, valores
de D, que no admiten raiz cuadrada, tenemos, por tanto, el teorema
siguiente:

TroreEMA 6. Sea I'p(m) el conjunto de las ecuaciones de la forma
2 4+ mz + n = 0 con m fijo y n recorriendo todo I'p. Entonces:
a) Existe p — 1/2 ecuaciones de I'p(m) que tienen dos raices dis-

tintas.
b) Existe p — 1/2 ecuaciones de I'p(m) que no admiten solucion.
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e) Existe una unica ecuacién de I'p(m) que tiene una raiz doble.

Demosiracién: Basta ver c¢), para ello D = 0, pero D = (2m)* +
+ (p — n), tenemos que (2m)? + (p — n) = 0, es decir (2m)? = n, pero
al ser m fijo s6lo hay un valor de n e I'p que verifique la igualdad,
por tanto, s6lo hay una ecuacién de raices dobles.
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