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FACTORES INVARIANTES DEFE UN
ENDOMORFISMO

por

Miguer L. Larpraza

El objeto de este trabajo ha sido la exposicién del tema en el Cursillo
de la Escuela de Formacion del Profesorado dedicado a Matematicas
(diciembre 1966). Este tema es ya clasico dentro dcl dlgebra y puede
desarrollarse facilmente pertiendo de la estructura de los moddulos de
tipo finito sobre dominios principales.

En el presente trabajo hemos partido de los conocimientos elemen-
tales de espacios vectoriales (homomorfismos, suma directa, base, di-
mension de variedades, ...) y de la divisibilidad y teoria de ideales en
anillos de polinomios de una indeterminada sobre un cuerpo.

Todos los espacios vectoriales que usemos tendran dimension finita.
Indicaremos por V a un espacio vectorial sobre un cuerpo k& y por ¢ a
un endomorfismo de V. Si L es una variedad lineal de V, indicaremos
por ¢ a la restriccior de ¢ a L.

* * *

Definicién 1.—Sea L. una variedad lineal. Diremos que L es inva-
riante si ¢ L € L. Definitemos, a (L) = {f(X) | F(X) e K [X], f(¢) L. =
= 0} a (L) es un ideal y designaremos pot a (L) al polinomio de mayor
grado con coeficiente la unidad gue engendra el ideal a (L). Siv e V,
y kv es la variedad engendrada por v, lamaremos a (v) = a (kv), vy es
inmediato comprobar que,

ap) =a(k) ={[(X)[/(X)ek[X], f{p)v =20}

Proposicion 1.—a (L) 5% {0} para cualquier L, ysiL CL’, a (L)D
a (L’). En efecto:

Siwv e L, los vectores { ol }mGZ+ (en que se toma o0 = I, homomor-
fismo unidad, siendo Z. el conjunto de los enteros positivos) ro pue-
den ser independientes, por ser L de dimensioén finita, lo que implica
que existe una relacién del tipo, Z Lo v = 0, ; £ 0, I, € k, es decir,
ThiXeea(v), X I Xt #£0.
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Si{e,...,e}esunabasedeL,a{e;)a(e).. . .ale)ea(l),en
que, a (e;) a () . . . a(er) # 0.
Proposicion 2.—Si L es una variedad invariante, f (X) = a (L),

[(X) = fi (X} f: (X), en que f, (X} ¥y f: (X) son primos entre si, con el
primer coeficiente igual a la unidad, existe una descomposicion, L =
= L, @ L,, en que L, y L, son variedades lineales invariantes, tales que,
a(Ly) = fi (X), a (Ly) = fa (X).

En efecto:

SeanL; = {velifi(ep)v=0}Ly={vel|f.{o)v =0} Como
f1 (X} v fa (X) son primos entre si, existe una expresion de la forma,
1= a, (X) /1 (X) + a5 (X) [ (X), es decir, I = a, (9) 2 (¢) + @2 (9) fa
(o), ysiveL,v = a, () f1(p) v + a:(9) fa (9} v, en que, a, (9} 1 (@) v
€L, a,(0) fale)vel,porloque L = L, + L,. SiveL;NL, f (¢
v = fy(p) v = 0, lo que implica que v = @, (¢) f; (¢) v + a; (9) [2 ()
v 0, es decir, Ly N Ly, = { 0 }, porloque, L = L, L,.

¢ L; € Ly, puesto que, fi () v = 0=>fi(e)ev =9 fi(e)v =0.Y
por lo tanto, L, y L, son invariantes.

De acuerdo con la definicién, f, (X),e a (L,); sig (X) e a (Ly), [, (X)
g (X) ea(L; + L), luego f, (X) g (X) = f, (X) r (X), lo que implica,
por ser f; (X) v [, (X) primos entre si, que g (X) = f, (X) s (X) y, por
consiguiente, a (L) = f; (X).

Proposiciéon 3-—Si f (X) = a (L), L variedad invariante, f (X) =
= II p, nt (X}, en que p,(X) es un polinomio primo con el mayor coe-
ficiente igual a la unidad, existe una descomposicion, L = @ L,, en
que L; es una variedad mnvariante, tal que, p. % (X) = a (Li).

Para demodstrar esta proposicion basla aplicar de manera recurrente
los resultados de la proposicién anterior.

Proposicién 4.—S1f(X) = a (L), L variedad lineal invariante, f (X} =
= pr(X), en que p (X) es un polinomio prime, cuye primer coeficiente
es la upidad, existe un v € L, 1al que a (v) = [ {X).

En efecto:

Sea {e,. . ., ¢r }una base de L; como a () Da (L), a (&) = pri (X),
rp<r;s1para todot, ris£r, pr—'(e) e = 0, para todo i, lo que im-
plicaria que, pr—! (X) € a (L), lo que estd en coniradiccion con que,
a (L) = pr (X).

Proposicion §.—St f (X) = a (L), L variedad lineal invariante,
existe un v e L, tal que, a (v) = f (X).

En efecto:

De acuerdo con la proposicion 3, si f (X) = II p, (X) es la descom-
posicion de f (X) en potencias de polinomios primos, L = € L,, en que
L: son variedades invariantes, ¥y a (L,) = p. " (X). De acuerdo con la
proposicion 4, existe un v, € Ly, tal que a (v) = p; 1 (X). El elemento,
v=2uv,estalquesig(p)v =0, como g(p)v,ely,, yL =@ L, se
deduce de ahi que, g () v: = 0, para todo i, lo que implica que, g (X)
es multiplo de p, | (X), para todo i, de donde sz deduce que g (X) es
multiplo de f {X), ¥y como f (X) € a (v), a (v) = f (X).
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Proposicion 6.—Sea L una variedad invariante, tal que ¢ L = L.

Existe una descomposicién, L. = L, @ L, . . . Ly, unos polinomios,
[ (X)), f2(X), . . ., [r(X), v unos elementos, v; € L,, tales que,

a) L,, L, ..., L, son variedades invariantes.

b) af(v) = a(L) = fi (X).

¢) {vy,9u,...,on ' } es una base de L,, siendo n; el grado
de fl (X)

d) fi(X) = a({L).

e) fi(X) es maltiplo de f;1,(X).

En efecto:

Observemos primeramente que d) es consecuencia de a), b) y ¢,
pero lo hemos puesto en la forma anterior por ser mas comodo de esta
manera para la demostracion por induccién. Vamos a demostrarlo por
induccion sobre la dimensidn de L. Para dim L = 1, es inmediato, puesto
que L. = L, en la descomposiciéon y basta tomar un vector v e L, v £ 0,
para que se verifiquen las condiciones de la proposicién. Tomemos f,
(X)=a(L), y Liy={vi90vy,...,eMn "} en que, a (v;) = f; (X),
elemento que existe, d= acuerdo con la proposicion 5. L, es invariante,
puesto que, @ ¢ "W = @ MWy = ~— Qg @ V1 ~ . . . iy
e Pl siendo, [ (X) = a1y + 4 X + ..+ g Xt - Xy,
Por otra parte, ¢ L; = L, puesto que ¢ L. = L, implica que ¢ es un iso-
morfismo.

Sea o : L/L, - L/L; la correspondencia definida por, ¢ (v -+ L} =
= ¢ U + L. Se comprueba facilmente que es un homomorfismo; veamos
que es inyectivo: g (v + L) = 0 => ¢vel, = ¢ L,, porlo que,p v =
=qv,v' eL,v=10,0+ L, =0,y o es por lo tanto un homomorfismo
que cumple las hipotecis de induccion (pues dim L/L, < dim L), por

lo que existe una descomposicion L/L; = L, @ L; . . . Lr, unos poli-
nomios ]i,,_(X), .+« 4 [r(X) ¥y unos elementos vi + L, € Li, tales que,
i) L, ..., Lrson variedades invariantes en

ii) a(vi + Ly = a (L) = f (X).

iiiy {ve +Ly,ov; +Lyy. o o, 0m~w; + L, } €3 una base de L;,
siendo n; el grado de fi (X).

w) fu(X) = a(L/Ly).

v) fi(X) es multiplo de fi4,(X),parai =2,3,. . .,r—1.

Veamos que se puede tomar v, de modo que ademds de las hipdtesis
anteriores verifique que a (v,) = f; (X). De acuerdo con ii), f; (@) v; =
= ¢ (¢)vi ; sea f (X) = a (vi); f1(X)divide a f(X), pues ¢ (p) vi = 0 =>
= g{X) ea(vi + L,); de aqui se deduce que [f/fi (9)] fi (@) vi =0 =
= [f/fi (9)] g (¢) vs, 1o que implica que, f (X) g (X)/fi (X) = f (X) r
(X}, es decir, ¢ (X) = f1(X) f (X) r(X) /f (X), y como f, (X) es multiplo de
f (X), g (X) multiplica a f; (X). Por lo tanto, f: (9) vi = fi (9) ¢ (@) vs;
el elemento v; — ¢, {¢) v; cumple las condiciones @), b), ¢), d) v ¢),
y ademas, fi (¢) [vi — g1 (9) v.] = 0, lo que implica que, a (v)) = fi {X),
puesto que en cualquier caso, a (v;) ha de ser multiplo de f; (X).

Definamos, Li = {vi,ovi, . . ., 0% W}, i =2,3,...,r. Se
deduce de esta definicién que, {vi, o v;, . . ., @ n;—1; } es una base
de Li, porser{ v: + Ly, 0ovi + Ly,. . ., ¢om%w; | L, }una base de L;.
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Los elementos { v;,00;,. . ., 07—y, Uy, 00U, . . ., 9710, } cOnNS-
tituyen un sistema de generadores de L (por ser union de un sistema de
generadores del nucleo con un conjunto cuya imagen es un sistema de
generadores del espacio imagen), y como dim L = dim L, 4 dim T, +
+ ...+ dimLy = 3 n, los elementos considerados son independien-
tes y constituyen una base y L se descompone en la forma L = L, &P
@ L@ . ..Lr Veamos que se cumplen las condiciones de la proposi-
cion.

b) al{v,) = fi(X) == a(L,)}, de acuerdo con la definicién de v, vy de
L, Para i £ 1, a (vi) = fi (X), de acuerdo con la eleccién que hemos
hecho de v,. Esto implica que a (v;) divide a a (L.) y como fi (¢) p/v; =
=@ ifi {p) vy = 0, f; (X) divide a a (L), lo que implica que a (vi) =
= fi(X) = a (Li).

a) De acuerdo con el resultade anterior, L,, . . . Lr, han de ser
invariantes, puesto que ¢ mw + Qin—1 @™~ 4+ . . . 4 aip =0, ¥ ya
hemos demostrado anteriormente que L, es invariante.

c), d) y e) se deducen inmediatamente de las definiciones.

Proposicion 7.—Sea L una variedad lineal invariante. Se puede en-
contrar una descomposicién de la forma, L = ker @ L’, en que ¢ L’ =
= L/,

En efecto:

Sea ¢ : L/ker ¢ — L /ker ¢ la correspondencia definida por ¢ (@ -+
+ ke1) = ¢ a + ker ¢. Se comprueba de modo inmediato que g es un
homomorfismo. La existencia de variedades complementarias con el
nicleo de ¢ en L demuestra que ¢ es un endomorfismo suprayectivo
vy por lo tanto un isomorfismo. De acuerdo con la proposicién anterior,
L/kero =L, @L,...LenqueL, = {v; + ker ¢,pv; + kerg,. ..
ce oo 4 Ker o}, a (v + ker @) = a (Li) = fi (X), en que los
polinomios f; (X) no son multiplos de X, pues ¢ es un isomorfismo.
Veamos que se puede tomar v;, de modo que a (v) = f; (X); f, (o) (vi +
+ ker ¢} = 0, lo que implica que f; (¢) v; € ker g, es decir, ¢ f; (¢) Vi =
= fi (p) ¢ vi = 0, y entonces, {p vi + ker o, . . ., ¢ nw; + ker ¢} es
una base de L;, puesto que ¢ es un isomorfismo y que L; es invariante
y bastard tomar ¢ v; en lugar de vi. En estas condiciones, si tomamos,
L'={r,@0v,...,0m70,U0, . ..,0%0 }, y{R;,...,nNns} es una
base de kBI’(p: {nl: c e ey B, U, QUL L, Uy, . ., nl.“luiy Ugy o«

., @ %ur} es un sistema de generadores de L y como, dim L. = dim
= ker ¢ -+ X dimL; =5 + X n;, el conjunto anterior es una base y L ==
= ker @ L’, en que L’ e¢ invariante, de acuerdo con la elecciéon de v;.

Proposicion 8§—Si ¢ : V - V es un endomorfismo, se puede encon-
trar una descomposicion del tipo, V=L, P L,. . . Lr & ker ¢, unos
polinomios, f; (X) y unos elementos, v; € L;, tales que,

i) L; es una variedad invariante.

ii) a(v) = a(Li) = fi (X).

iii) {vi,eU,...,9 " 'w;}esuna base de L;, siendo n; el grado
de f: (X).

iv) fi (X) es multiplo de fit, (X).



— 146 —

En efecto:
Esta proposicién es consecuencia inmediata de las proposiciones 6y 7.

Proposicion 9.—Los polinomios f; (X) a que hace referencia la pro-
posicion anterior son unicos.

En efecto:

Para ello demostraremos que si A es la matriz que determina las
ecuaciones de un automorfismo respecto a una base, y llamamos A; al
méaximo comun divisor de los menores de orden i de la matriz A — IX
(siendo Ila matriz unidad), fi = A n—/An—i—y, siendo n la dimensioén
de V. Como el cambio de base no altera este maximo comun divisor,
puesto que, TAT—* = T (A — IX)T—% lo que implica que los meno-
res de orden i de una de las dos matrices son combinaciones lineales de
los menores de la otra matriz, vamos a calcular estos A; en un caso
concreto. 8i tomamos como base de V la indicada en el apartado iii) de
la proposicion 8, es inmediato comprobar que la matriz que determina
el homomorfismo es la matriz.

A,
A,
A =
A,
siendo,
0 1 0 e . 0
0 0 1 ... 0
A= . . . e .
0 0 0 ce . 1
——Qip — Q13 — iz Ce . ——am;—l

En este caso la matriz A — IX toma la forma

A, — IX
A, —IX
A—IX =

Ar — IX

Mediante cambios que no influyen méas que en el signo de los meno-
res (cambio de filas o de columnas, o sumar a una fila 0 columna una
combinacién lineal de las ofras) vamos a transformar las matrices
A; — IX; sustituyendo la primera columna por el resultado de sumarle
la segunda multiplicada por X, la tercera por X2, etc., obtenemos una
matriz de la forma

o 1 0 ... 0
o —-x 1 . . . 0
o o0 o . . . 1

—fX) —aj; —ai, . .. —X—ainy™



— 147 —

aplicando un procedimiento recurrente de restar a todas las filas (ex-
cepto la ultima) la anterior multiplicada por — X obtenemos

0 1 0 ... 0

0 0 1 ce 0

o o o . . . 1
—fUX) —ai; a1 e -—-$—aml-—1

¥y sumando a la tltima fila la primera multiplicada por a,;, 1a segunda
multiplicada por ai,, etc..., llegamos a la matriz

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
—H(X) 0 0 0

y cambiando entre si las columnas llegamos a

1 o 0o . . . 0
o 1 0 | . . 0
o o o . . . 0
o 0 o0 . . . fi(X)

De aqui se deduce que mediante cambios de este tipo podemos pasar
de la matriz A — IX a la matriz

1

fr(X)
en la que es inmediato comprobar que f(X) = Ap—i/An—i—.

En el caso general en que ¢ es un homomorfismo, basta considerar
quesiL =kero P L, P L,. . .Ly yllamamos ¢ al automorfismo defi-
nido en la demostracién de la proposicion 7, v f es la aplicacién natural
de L en L /ker o, L /ker ¢ = f(L,) @ f(L,) . . . f (Lr), en que por la re-
lacién de las dimensiones de L y L /ker ¢ debe ser a f (L;) = fi(X), vy po-
demos aplicar los resultados anteriores.

Proposicion 10.—Si ¢, ¢’ : V - V, son endomorfismo, la condicién
necesaria y suficiente para que exista un automorfismo, a, tal que,

4

¢’ = a—lp a, es que ¢ y ¢’ posean los mismos factores invariantes.

En efecto:
La condicién es suficiente. Basta que tomemos unas bases, {¢kv;, n;}
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y {9’ kv, n,’} de acuerdo con la proposicién 8 y tomemos el automor-
fismo, a, definido por a (¢’ v’} = ¢ kv, a(n’) = n.

La condicién es necesaria. Pues si ¢ 0 ¢’ es un automorfismo, deben
serlo ambos y respecto a las ecuaciones matriciales tomadas con refe-
rencia a una base, la relacién ¢’ = a—! ¢q, implica una relacién del
tipo A’ = T—1 AT, riendo A y A’ las matrices que determinan los ho-
momorfismos, lo que implica, de acuerdo con la demostracién de la pro-
posicion 9, la igualdad de los polinomios f; (X). En el caso de ser ¢ y ¢’
homomorfismos no inyectivos, ker ¢ = ker ¢’, vy si V = ker ¢ @ 1./,
¢’ L’ = L’, tenemos que ¢ al.” = a ¢’ L’ = al’, lo que quiere decir que
la descomposicién de L’ y de al.” son del mismo tipo [respecto a los po-
linomios f,(X)], lo que implica su igualdad.

(R - 12 - XII - 66)





