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FACTORES INVARIANTES
ENDOMORFISMO

por

MIGUE.L L. LA PLAZA

DE UN

El objeto de este trabajo ha sido la exposición del tema en el Cursillo
de la Escuela de Formaclón del Profesorado dedicado a Matemáticas
(diciembre 1966). Este tema es ya clásico dentro dol álgebra y puede
desarrollarse fácilmente p~rtiendo de la estructura de los módulos de
tipo finito sobre dominios principales.

En el presente trabajo hemos partido de los conocimientos elemen
tales de espacios vectoriales (homomorñsmos, puma directa, base, di
mensión de variedades, ... ) y de la divisibilidad y teoría de ideales en
anillos de polinomios de una mdeterminada sobre un cuerpo.

Todos los espacios vectoriales que usemos tendrán dimensión finita,
Indlcaremos por V a un espacio vectorial sobre un cuerpo k y por ~ a
un endomorfismo de V. Si L es una variedad lineal de V, indicaremos
por cp a la restcíccíór- de cp a L.

Definición l.-Sea L una variedad lineal. Diremos que L es inva
riante sí cp Le L. Definiremos, a (L) = {f (X) I t (X) E K [X], t (cp) L =
= O} a (L) es un ideal y designaremos pOI a (L) al polinomio de mayor
grado con coeficiente la unidad uue engendra el ideal a (L). Si v E V,
Y kv es la variedad engendrada j.or v, llamaremos a (v) = a (kv), y es
inmediato comprobar que,

a (v) = a (Jw) = { I (X) I f (X) E k [X], f (cp) v = O }

Proposicion l.-a (L) '1" {O} para cualquier L, y si L e L', a (L)::>
a (L'). En efecto:

Si u E L, los vectores { cplU } vtEZ + (en que se toma cpo = 1, homomor
fismo unidad, siendo Z+ el conjunto de los enteros positivos) 1;0 pue
den ser independientes, por ser L de dimensión finita, lo que implica
que existe una relación del tipo, 1": 1¡ cp ¡U = O, 1¡ ?'= O, 1¡ E k, es decir,
1": 1¡ XI E a (v), :E II X¡ =/= O.
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Si { el' ... , er } es una base de L, a (e¡) a (e2) .•. a (er) E a (L), en
que, a (el) a (e2 ) ••• a (er) =1= O.

Proposición 2.-Si L es una variedad invariante, / (X) = a (L),
/ (X) = /1 (X) /2 (X), en que t, (X) Y /2 (X) son primos entre sí, con el
primer coeficiente igual a la unidad, existe una descomposición, L =
= L 1 EI7 1..2, en que L 1 y L 2 son variedades lineales invariantes, tales que,
a (L1) = /1 (X), a (L2) = /2 (X).

En efecto:
Sean L 1 = { V EL! /1 (cp) V = O }, L 2 = { V E L I /2 (cp) V = O }. Como

/1 (X) Y /2 (X) son primos entre sí, existe una expresión de la forma,
1 = al (X) /1 (X) + a2 (X) /2 (X), es decir, 1 = al (cp) /1 (cp) + a 2 (cp) /2
(cp), y si v E L, v = al (cp) /1 (cp) v + a2 (cp) /2 (cp) v, en que, al (cp) /1 (cp) V

E L 2 , a 2 (cp) /2 (cp) V E L ll por lo que L = L 1 + L 2 • Si v E L 1 n L 2 , /1 (<p)
V = /2 (cp) V = 0, lo que implica que v = al (ep) /1 (cp) v + a 2 (<p) /2 (<p)
V = O, es decir, L 1 n L 2 = { O }, por lo que, L = L 1 EI7 L 2 •

cp L1e L1, puesto que, /1 (<p) v = O:=::> /1 (ep) cp v = ep /1 (ep) v = O. y
por lo tanto, L 1 y L 2 son invariantes.

De acuerdo con la definición, /1 (X), E a (Ll ) ; si 9 (X) E a (Ll ) , t, (X)
9 (X) E a (L 1 + L 2) , luego t, (X) 9 (X) = /1 (X) r (X), lo que implica,
:VOl' SH t, (X) Y /2 (X) primos entre si, que 9 (X) = t, (X) S (X) y, por
consiguiente, a (L1) = /1 (X).

Proposición 3.-Si / (X) = a (L), L variedad invariante, / (X) =
= I1 Pi ni (X), en que p¡ (X) es un polinomio primo con el mayor coe
ficiente igual a la unidad, existe una descomposición, L = EI7 L¡, en
que L¡ es una variedad invariante, tal que, p¡ n¡ (X) = a (Li),

Para demostrar esta proposición basta aplicar de manera recurrente
los resultados de la proposición anterior.

Proposición 4.-S1 f (X) = a (L), L variedad lineal invariante, / (X) =
= P" (X), en que p (X) es un polínormo primo, cuyo primer coeficiente
es la unidad, existe un u E L, tal que a (u) = / (X).

En efecto:
Sea {el" .. , er } una base de L; como a (ez) ::> a (L), a (el) = pr¡ (X),

r, ~ r: SI para todo r, r. =F r, pr-1 (ep) e¡ = O, para todo i, lo que im
plicaria que, tr:' (X) E a (L), lo que está en contradicción con que,
a (L) = P" (X).

Proposición 5.-S1 / (X) = a (L), L variedad lineal invariante,
existe un u E L, tal que, a (v) = t (X).

En efecto:
De acuerdo con la propoaición 3, si / (X) = I1 Pi r¡(X) es la descom

posición de / (X) en potencias de polinomios primos, L = EI7 L¡, en que
L¡ son variedades invariantes, y a (L¡) = Pi r¡ (X). De acuerdo con la
proposición 4, existe un V¡ E L¡, tal que a (v) = p¡ r¡ (X). El elemento,
v = '2: VI, es tal que SI 9 (cp) V = O, como 9 (cp) V¡ E L¡, Y L = EB L¡, se
deduce de ahí que, 9 (cp) V¡ = O, para todo i, lo que implica que, 9 (X)
es múltiplo de p¡ I r2 (X), para todo i, de donde S3 deduce que g (X) es
múltiplo de / (X), Y como / (X) E a (v), a (v) = f (X).
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Proposición 6.-Sea L una variedad invariante, tal que cp L = L.
Existe una descomposición, L = L l EB L 2 ••• Lr, unos polinomios,
t, (X), t, (X), , t- (X), y unos elementos, VI E Lz, tales que,

a) L1 ) L, , L r son variedades invariantes.
b) a (VI) = a (L¡) = ti (X).
c) {vz, cp V¡, • • . , cpnl-lV¡ } es una base de L I , siendo ni el grado

de fz (X).
d) t, (X) = a (L).
e) t. (X) es múltiplo de tl+¡(X),

En efecto:
Observemos primeramente que d) es consecuencia de a), b) y e),

pero lo hemos puesto en la forma anterior por ser más cómodo de esta
manera para la demostración por inducción. Vamos a demostrarlo por
inducción sobre la dimensión de L. Para dim L = 1, es inmediato, puesto
que L = L, en la descomposición y basta tomar un vector v € L, v =F 0,
para que se verifiquen la>: condiciones de la proposición. Tomemos tI
(X) = a (L), y L, = { VI cp Vl , .•• , cp nl-lvd, en que, a (VI) = t, (X),
elemento que existe, d'l acuerdo con la proposición 5. L, es invariante,
puesto que, cp cp n 1--

lv
l = cp nlV l = - atO - au cp VI - ••• - aln

l-l
cp nI-Iv, siendo, t, (X) = a l O + a u X + ... + alnl-l Xn l - l + Xn l •

Por otra parte, cp L, = L l , puesto que cp L = L, implica que cp es un iso
morfismo.

Sea -;p: L/L l --+ L/L l la correspondencia definida por, -;p (v + L l ) =
= cp v + L l • Se comprueba fácilmente que es un homomorfismo; veamos
que es ínyectívo: ~- (v + L l ) = O ;=> cp V € L, = cP L l , por lo que, cp v =
= cp v', o' E Ll , V = o', v + L, = 0, y -;p es por lo tanto un homomorfismo
que cumple la" hipótesis de inducción (pues dím L ILl < dím L), por
lo que existe una descornposición L/L l = L. EB L3 ••• Lr, unos poli
nomios t, (X), ... ,tr (X) y unos elementos Vi + L, € Li, tales que,

i) L s, •• " Lr son variedades invariantes en
ii) a (Vi + L¡J = a ("Lc) = ti (X).
iii) {v¡ + L l , cp VI + Ll1 • . ., cp ni-lvi + L¡ } es una base de Lr,

siendo ni el grado de ti (X).
iti] t, (X) = a (L/L l ) .

v) ti (X) es múltiplo de fz+l (X), para i = 2,3, ... , r - 1.
Veamos que se puede tomar V¡ de modo que además de las hipótesis

anteriores verifique que a (VI) = i, (X). De acuerdo con ii ), ti (cp) Vi =
= g (cp) Vi ; sea t (X) = a (Vi); fz (X) divide a t(X), pues g (cp) Vi = O;=>
.::::> g (X) E a (Vi + Ll ) ; de aquí se deduce que rt lt. (cp)] ti (cp) Vi = O =
= [f tt. (cp)] g (cp) V l1 lo que implica que, t (X) g (X) l/z (X) = 11 (X) r
(X), es decir, g (X) = 11 (X) ti (X) r (X) It (X), Ycomo 11 (X) es múltiplo de
t (X), g (X) multiplica a ti (X). Por Io tanto, t, (cp) Vi = li (cp) fJ¡ (cp) VI;

el elemento Vi - gl (cp) VI cumple las condiciones a), b), e), d) y e),
y además, ti (cp) [Vi - 01 (cp) VI] = O, lo que implica que, a (vz) = ti (X),
puesto que en cualquier caso, a (VI) ha de ser múltiplo de li (X).

Definamos, Lr = { Vi, cp Vi, ... , cp ni-lvl}, i = 2, 3, ... ,r. Se
deduce de esta definición que, {Vi, cP Vi, • • • , q> ni-lUi } es una base
de Lr, por ser { Vi + L¿ cp Ví + Ll 1 • • ., cp n¡-lví + L, } una base de Lr,
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Los elementos { Vl, <p Vl, ... , <p nl-lv¡, Va, <p Va, ... , <pnr-tVr } cons
tituyen un sistema de generadores de L (por ser unión de un sistema de
generadores del núcleo con un conjunto cuya imagen es un sistema de
generadores del espacio imagen), y como dim L = dím L, + dim La +
+ ... + dim L r = ¡: ni los elementos considerados son independien
tes y constituyen una base y L se descompone en la forma L = L, E9
EEl La E9 •.• I». Veamos que se cumplen las condiciones de la proposi
ción.

b) a (vl) = t1 (X) = a (Ltl, de acuerdo con la definición de Vl Y de
Ll. Para i ~ 1, a (Vi) = ti (X), de acuerdo con la elección que hemos
hecho de v,. Esto implica que a (v,) divide a a (L,) y como ti (<p) <piVi =
= <p Jti (<p) v¡ = 0, t. (X) divide a a (L,), lo que implica que a (Vi) =
= t. (X) = a (Lr).

a) De acuerdo con el resultado anterior, La, Lr , han de ser
invariantes, puesto que ep n,v + ain,-l ep n,-l~, + + aio = 0, y ya
hemos demostrado anter-iormente que L, es ínvaríante.
e), d) y e) se deducen inmediatamente de las definiciones.

Proposición 7.-Sea L una variedad lineal invariante. Se puede en-
contrar una descomposición de la forma, L = ker EB L', en que ep L' =

L'.
En efecto:
Sea q; : L /ker ep -+ L /ker ep la correspondencia definida por q; (a +

+ ker ) = ep a + ker ep. Se comprueba de modo inmediato que ~ es un
homomorfismo. La existencia de variedades complementarias con el
núcleo de ep en L demuestra que;P es un endomorfismo suprayectívo
y por lo tanto un isomorfismo. De acuerdo con la proposición anterior,
L/ker cp = L l EB La ... L r , en queL¡ = {Vi + ker ep, ep Vi + ker ep , •••
• • • , ep n,-lVi + ker ep }, a (V¡ + ker ep) = a (Li) = ti (X), en que los
polinomios ti (X) no son múltiplos de X, pues ~ es un isomorfismo.
Veamos que se puede tomar VI, de modo que a (v,) = ti (X); t. (cp) (Vi +
+ ker cp) = 0, lo que implica que ti (cp) v, E ker ep, es decir, ep t. (ep) Vi =
= t, (ep) cp Vi = 0, y entonces, {ep Vi + ker ep, ••• , ep r,Vi + ker ep} es
una base de Lr, puesto que ;p es un isomorfismo y que Lr es invariante
y bastará tomar ep v, en lugar de Vi. En estas condiciones, si tomarnos,
L' = {vl, ep vl, ... , ep nlvl, Va ... , ep nrVr }, Y {nl , ... , ns} es una
base de ker ep, {nl , ... , ns, Vl, ep V 1I • • • , ep nlVl, ... , ep nl-1V

1I Va, ...
• • • , ep nrVr} es un sistema de generadores de L y como, dím L = dim
= ker ep + ¡: dim Lr = s + ¡: n, el conjunto anterior es una base y L =
= ker EEl L', en que L' eE' invariante, de acuerdo con la elección de Vi.

Proposición 8.-Si ep : V -+ V es un endomorñsmo, se puede encon
trar una descomposición del tipo, V = L, E9 La . . . L» E9 ker ep, unos
polinomios, t, (X) Y unos elementos, Vi E Lr, tales que,

i) Lr es una variedad invariante.
ii) a (Vi) = a (Lr) = ti (X).
iii) {Vi, ep V" .•• , ep n,-lVi} es una base de Lr, siendo ni el grado

de t, (X).
iv) ti (X) es múltiplo de ti+l (X).
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En efecto:
Esta proposición es consecuencia inmediata de las proposiciones 6 y 7.

Proposición 9.-Los polinomios t. (X) a que hace referencia la pro-
posición anterior son únicos.

En efecto:
Para ello demostraremos que si A es la matriz que determina las

ecuaciones de un automorfismo respecto a una base, y llamamos 111 al
máximo común divisor de los menores de orden i de la matriz A - IX
(siendo 1 la matriz unidad), t. = Il n-I/Iln-i-l' siendo n la dimensión
de V. Como el cambio de base no altera este máximo común divisor,
puesto que, TAT-l = T (A - IX)T-l, lo que implica que los meno
res de orden i de una de las dos matrices son combinaciones lineales de
los menores de la otra matriz, vamos a calcular estos III en un caso
concreto. Si tomamos como base de V la indicada en el apartado iii ) de
la proposición 8, es inmediato comprobar que la matriz que determina
el homomorfismo es la matriz.

siendo,

En este caso la matriz A - IX toma la f,:¡rma

(

Al - IX
A z - IX

A-IX =

Mediante cambios que no influyen más que en el sigño de los meno
res (cambio de filas o de columnas, o sumar a una fila o columna una
combinación lineal de las otras) vamos a transformar las matrices
Al - IX; sustituyendo la primera columna por el resultado de sumarle
la segunda multiplicada por X, la tercera por xa, etc., obtenemos una
matriz de la forma
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aplicando un procedimiento recurrente de restar a todas las filas (ex
cepto la última) la anterior multiplicada por - X obtenemos

y sumando a la última fila la primera multiplicada por al l, la segunda
multiplicada por aia, etc... , llegamos a la matriz

eL
1 o
o 1

o o
o o

y cambiando entre sí las columnas llegamos a

O
1

o
O

O
O

O
O

De aquí se deduce que mediante cambios de este tipo podemos pasar
de la matriz A - IX a la matriz

1
1

'r(X)

en la que es inmediato comprobar que ,,(X) = /).,n-i//).,n-i-l'

En el caso general en que rp es un homomorfismo, basta considerar
que si L = ker rp E9 L I E9 La ... Lr, y llamamos~ al automorfismo defi
nido en la demostración de la proposición 7, y' es la aplicación natural
de L en L /ker rp, L /ker rp = , (L¡) E9 , (La) ... , (L»), en que por la re
lación de las dimensiones de L y L/ker rp debe ser a' (L¡) = ,,(X), Y po
demos aplicar los resultados anteriores.

Proposición lO.-Si rp, rp' : V -+- V, son endomorfismo, la condición
necesaria y suficiente para que exista un automorfismo, a, tal que,
rp' = a-Irp a, es que rp y rp' posean los mismos factores invariantes.

En efecto:
La condición es suficiente. Basta que tomemos unas bases, {rpkv¡, ni}
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y {ep' kVI', ni'} de acuerdo con la proposición 8 y tomemos el automor
fismo, a, definido por a (ep' kv¡') = ep kVI, a(n'¡) = ni.

La condición es necesaria. Pues si ep o ep' es un automorfismo, deben
serlo ambos y respecto a las ecuaciones matriciales tomadas con refe
rencia a una base, la relación ep' = a-1 epa, implica una relación del
tipo A' = T-l AT, slendo A y A' las matrices que determinan los ho
momorfismos, lo que implica, de acuerdo con la demostración de la pro
posición 9, la igualdad de los polinomios ti (X). En el caso de ser <p y ep'
homomorfismos no ínyectívos, ker ep = ker ep', y si V = ker cp EB L',
cp' L' = L', tenemos que cp aL' = a ep' L' = aL', lo que quiere decir que
la descomposición de L' y de aL' son del mismo tipo (respecto a los po
linomios f¡(X)], lo que implica su igualdad.

(R - 12 - XII - 66)




