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ORIENTACION TRANSVERSAL

por

J. A, FernAnpeZz VINA

I. ORIENTACION TRANSVERSAL DE LOS HIPERPLANOS VECGTORIALES
Y AFINES.

Sea E un espacio vectorial de dimension finita n sobre el Cuerpo B
de los ntmeros reales y sea H un subespacio vectorial de E de dimen.ién

n — 1, es decir, un hiperplano de E. Sea u una forma liical sobre E tal
—

-
que H = Ker u; a cada uno de los conjuntos S, = {z € E; u () > 0},
—_

-
S, = {z € E; u(z) < 0} le lamaremos semiespacio de E, determinado
por H, toda vez que estos conjuntos son independientes de la forma li-
neal u que tenga por nucleo H. .

Definicion 1. Orientar transversalmente el hiperplano H es aso-
ciarle uno de los dos semiespacios S,;, 3,. Al semicspacio elegido se le

-
llamara positivo y al otro, negativo. Un vector z € E fransversal res-
pecto de H (es decir, no perteneciente a H) se dird positivo (resp. nega-
tivo) si pertenece al semiespacio positivo (resp. negativo).

Notas.—1.% La definicién anterior se extiende al caso en que la
dimensién de E no sea finita. Sin embargo, no se aplica si el cuerpo
sobre el cual E es un espacio vectorial, es C.

2.2 En un trabajo anterior (publicado en esta misma Revista) he-
mos estudiado la orientacion desde otro punto de vista y es en ese sen-
tido como deberan ser interpretados aqui los términos orientacion,
orientado, etc., si no van seguidos de las palabras transversal, transver-
salmente, etc.

Si E esta orientado, existe una relacion natural entre la orientacion
de H, considerado como espacio vectorial sobre R, y su orientacién

- —>
transversal. En efecto, si H estd orientado y si {hy, . . ., hn—;} es una
base positiva, podemos asociar a H como semiespacio posilive el que

—> —_ - —
contiene a los vectores transversales h € E, tales que {, Ay, . .., hn—}



sea una base positiva de E. Reciprocamente, si H estd orientado trans-
versalmente, le asociaremos como clase positiva de sus bases ordenadas

—_ — —
aquella a la que pertenezca una base {f,;, . . ., hn—} tal que si hesun
— -
vector transversal positivo, la base {h, h;, . . . , hn—} sea positiva

respecto de la orientacién de E.

Sea ahora & un espacio afin de dimensién n sobre el cuerpo R y 8¢
una variedad afin de dimensién n — 1, es decir, un hiperplano afin de &.
El espacio vectorial H asociado a 4¢ es un hiperplano del espacio vecto-
rial E de dimension n asociado a &.

Definicion 2. Se dirda que se ha orientado trasnversalmente 8¢
cuando se haya orientade transversalmente H.

En virtud de lo dicho en el parrafo anterior, si el espacio afin & esta
orientado, cada orientacién de 3¢ determina una orientacion transver-
sal y reciprocamente.

II. ORIENTACION TRANSVERSAL DE UNA HIPERSUPERFICIE.

Sea S un conjunto y supongamos que a cada elemento z € S se tiene
asociado un hiperplano Tx de un espacio vectorial real E de dimensién
finita.

Diremos que se ha orientado transversalmente el conjunto $ cuan-
do se hayan orientado transversalmente cada uno de los hiperplanos Tx.
Para comparar dos orientaciones transversales & y %’ de S considera-
remos la aplicacion r de S en el conjunto {— 1, 1} definida por: r(z) = 1
(resp. —1) si las orientaciones transversales © y %’ coinciden (resp.s on
opuestas) en Tg.

—

Sea X un campo de vectores transversales sobre S, es decir, una aplica-

— —
cion x - X(x) de S en E, tal que X(z) ¢ Tz, para todo z € 5. 8i S estd trans-
-
versalmente orientado podemos asociar al campo X la aplicacién i,
T

de S en el conjunto {—1, 1}, definida por i—(z) = 1 (res.p —1) si el
z

-
vector X(z) es positivo (resp. negative) respecto de la orientacion trans-
versal de Txz.

En lo que sigue supondremas que S es un espacio topologico separado
y que E estd dotado de la (unica) topologia separada compatible con
una estructura de espacio vectorial.

Definicion 3. Una orientacién transversal de S se dird continua si

e
cualquiera que sea el campo X de vectores transversales continuo
sobre S, la aplicacitén t—; correspondiente, es continua,

Si % y % son dos orientaciones transversales continuas de S, para

—
todo punto z € S y todo campo X continuo de vectores transversales,
existird un entorno Uz (resp. U’z) de = en el cual tz (resp. t'—;) es
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constante; en el entorno Uz N U’z la funcién r serd entonces constante,
luego esta funcion es continua en S. Reciprocamente, si r y % son con-

-
tinuas, para todo punto z € S y todo campo X existird un entorno de =
en el cual r y ¢ serdn constantes; entonces ¥ sera constante en
ese entorno y por consiguiente continua en S. Hemos demostrado, pues,
el siguiente. R

Teorema 1. Si dos orientaciones transversales de S son continuas,
la funcién asociada para compararlas es continua. Si esta funcién y una
de las orientaciones transversales son continuas, la otra orientacién
transversal es también continua.

Se deduce en particular que su el espacio topologico S es conexo, dos
orientaciones transversales sobre S o ocincideno son opuestas.

Veamos seguidamente como, en el caso en que E sea un espacio
veetorial euclideo, la existencia de un campo continuo de vectores
normales implica la existencia de una orientaciéon transversal conti-

nua de S.
—_—

Un campo X de vectores sobre S se dice de vectores normales cuan-
—

do el vector X(x) es ortogonal al hlperplano Ty, para todo € = S, es de-

—> - >

cir, cuando (X(z) | Y = 0, para todo Y € Tx. (Representamos por (A|B)
- —

el producto escalar de los vectores A y B. Recordemos, por ofra parte,

— > — -
que la aplicacion (A, B) —— (A | B) de E X E en R es continua).
-

Teorema 2. Supongamos que existe un campo N continuo de vec-
tores unitarios normales. Entonces para que una orientacion transver-
sal de S sea continua es necesario y suficiente que la funcion t-;, co-

-
rrespondiente a esa orientacion y al campo N, sea continua.

En efecto, que la condicién es necesaria se sigue evidentemente de

la definicion 3. Para demostrar que es suficiente consideremos un
—>

campo continuo cualquiera X de vectores transversales y probemos

que la funcién I es continua. Sea z un punto genérico de S; el vec-
z

-
tor X(z) se puede descomponer en la forma

—_ —> —
X(z) = (X(z) | N(= (-’B) + Y( )
—
donde Y(ac) e Tz. La funcioén real 2 ——— X(w | N(z)) es continua en S

vy distinta de cero en todo punto S. Como

-

- -
o (@) = fo (2) (X(z) | N(z))
z N - —n
| (X(z) | N(@) |
y t7; se supone continua, la funeion 7} resulta ser continua, que es lo
quedeseabamos demostrar,



— 13 —

Del teorema se sigue el resultado que anunciabamos mas arriba: si
existe un campo continuo de vestores umitarios normales y si para

cada = e S fijamos en Tz la orientacion transversal respecto de la cual
-

el vector N(z) sea positivo, la funcién 17, correspondiente a esta orien-
tacion transversal valdrd constantemente 1, luego serda continua vy,
por consiguiente, dicha oricntacién transversal sera continua.

Sea & un espacio afin real de dimensién n y supongamos que S es
una hipersuocerficic de &, es decir, una variedad diferenciable de & de
clase Cm, (m > 1), y dimension n — 1. Si a cada punto = = S le asocia-
mos el hiperplano vectorial T; tangente en x a S, nos encontraremos
exactamenie cn la situacién precedente. Si ademads, & es euclideo como
la hipersuficie S puede ser representada localmente por una ecuacion
de la forma f(z) = 0 donde f es una funcién real de clase Cm, el campo

ing - — —n
N(z) = f (2) /]] 7f (2} |] (Vf es el gradiente de f y la norma || {les la
que se tenga definida en el espacio vectorial E) es un campo continuo
de vectores normales; este campo se tiene definido en un cierto con-
junto abierlo de S, luego S es localmente {ransversalmente orientable.
Si la hipersuperficie S estd globalmente representada por una ecua-
¢ién de la forma f(x) = 0, con f de clase Cm, ¢l anteriorcampo de vec-
tores normales estard definido en S y S poseera una orientac ién trans-
versal continua. Este es el caso. por ejemplo, delas esferas y, en general,
de las cuddricas sin punto singular.

III. RELACION ENTRE LA ORIENTACION TRANSVERSAL Y LA ORIENTACION
DE UNA HIPERSUPERFICIE.
Sea S una hipersuperficie de un espacio afin real de dimension n;
— —>
un campo de vectores Y sobre S, se dice tangencial si Y(z) pertenece

— —
al hiperplano tangente Ty para todoxz € S. Sean Y,, . . ., Yoy, n —1
campos de vectores tangenciales independientes sobre S. Sea ¢ un punto de

ES —

SyT(®, A, U)una carta tal que a € U. Pongamos Z,(8) = (d Q&)L (Y y2)),
£ = O Yz), con lo cual tendremos definidos n — 1 campos de
vectores independientes sobre el abierto A de Rn—, El signo de la base

- —_

{Z,18), . . ., Zn—(E)}respe to de la oricntacion candnica de Rn—1! es el

signo del determinante de esos vectores respecto de la base candnica
—> ~>

de Rnr—1; si los campos Y, se suponen continuos en a, los campos Z, re-
sultaran continuos en o = ®—(a), y el signo del citado determinante
seré constante en algin entorno de «. Sea © una orientacion de S y v la

funcion asociada a este orientacién y a la carta I'. En virtud de la defi-
—_—

—
nicion de v, el signo de la base {Y,(z), . . ., Yn—{z)} de Tz sera el pro-
ducto de v(xz) por el signo del determinante antes citado, de lo cual
resulta que esta base tendrd un signo (respecto de O) constante en algun
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entorno de « siy solo sila funcién v es constante en algun entorno de a,
0 sea si y solo si la orientacion O es continua en el punto A. {Asi, pues,
S es siempre localmente orientable, ya que siempre existe, en un entorno
de cada punto de S, un sistema de n — 1 campos de vectores tangencia-
les continuos e independientes (véase nota); globalmente la propiedad
no es cierta en general.)

TrorEMA 3. Una hipersuperficie de un es;;acio afin real de diemn-
sion finita es continuamente orientable si y sdlo si admite una orienta-
cion transversal continua; si el espacto afin estd orientado, existe una
correspondencia natural entre las orientaciones de la hipersuperficie
y sus orientaciones transversales.

Supongamos & orientado y sea © una orientacién de S. Sea J =

— —
= {Y,,. .., Yo—,} una base positiva de T;. Asociemos a Tz el semi-

> T

espacio de vectores transversales X, tales que la base B = {X,Y,, .. .,
—

N
.« . Yn—,} sea positiva para la orientacién de &. Los vectores X se
determinan asi independientemente de la base positiva elegida en T,

— —
pues si J = {Y’, ..., Yh_,} es otra base positiva de Tz vy B =

:{}_(), 8/—{{)”1 cee ‘—;n_l} Ia base de & correspondiente, se tiene: det. (3, B} =
= det. (Y, Y’); v los vectores ;{ forman un semiespacio de los dos en
que Tz divide a E, pues si }_E’ es otro vector cualquiera de E se expre-
sard respecto de la base 3 en la forma }-()’ = 7:}2 +n_2:11h ;’)l de suerte que
si u es una forma lineal sobre E con niucleo Ty, se té;dré u()—z’) = Au (2)

- > —
y como por otra parte A = det. (B, &,), donde B, ={X’, Y, ... Yn},

- >
resultara que X y X’ pertenecen al mismo semiespacio siy sélo si®B y @3,
tienen el mismo signo. La orientacién O determina, pues, una orienta-
cién transversal % y, mediante razonamientos andlogos seprueba que,
reciprocamente, toda orientaciéon transversal & de S determina una
orientacién O, siendo esta correspondencia inversa de la anterior.

Para cada punto a € S existe un entorno en el que se pueden definir,
—_ -

por una parte, un sistema de n— 1 campos continuos Y,, . . ., Yny

de vectores tangenciales independientes y, por otra, un campo conti-
—n
nuo X transversal (ver nota). El signo, respecto de Ia orientacién de &,
- > —
de la base {X(z), Yiz), . . ., Yn—(x)} serd constante para = en un
cierto entorno de @ supongamos que este signo es 4. Entonces el signo

- — -
de la base {Y,(z), . . ., Yn—(2)}respecto de O es el mismo que el de X(z)
respecto de @; si uno de estos signos es constante en un entorno de a,
también lo serd el otro, luego si O es continua, B serd continua y reci-
procamente.
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Nota.-—Para probar la existencia de los campos Y, i = 1,. . ., n—1,
en las condiciones citadas basta elegir una carta local T' = (@, A, U),
—>

—> —>
a € U, v definir Y,(z) por Y,(z) = d ® (§) (&), & = ©—Yax), siendo {ey; . . .
— —
., en—} la base canénica en Rr—1. Para probar la existencia de X(x)

basta considerar que, tomando convenientemente la referencia, la
hipersuperficie S estd representada, en un entorno de ¢, por una ecua-

cion de la forma z; = f(z,, . . ., &n) con f de clase Cm; en ese entorno
—>

el campo constante ¢ —— ¢, es continuo y transversal.
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