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PASO A COEFICIENTES CONSTANTES DE

UNA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL

DE COEFICIENTES VARIABLES, POR CAMBIO
DE LA FUNCION

por .

Jesus CasaNova GONZALEZ-MATEO

La posibilidad de resolver exactamente y de manera sistematica,
mediante la ecuacion caracteristica correspondiente, una ecuacitén dife-
rencial lineal de coeficientes constantes, incita a investigar la posibilidad
de transformar en una ecuacién de este tipo una ecuacién diferencial
lineal de coeficientes variables: ya sea mediante el cambio de la funcion,
de la variable independiente o de ambas a la vez. En este articulo nos
detendremos solamente en el primer caso, siendo los casos restantes
materia para ulteriores articulos.

1. Lo primero que se plantea es la estructura que debera adoptar
la formula de transformacion, para que sea también lineal la ecuacion
transformada. Se sabe que es condicién necesaria y suficiente para la
lineabilidad de una ecuacion diferencial, que sea lineal respecto a las
constantes de integracion la solucion general.

y=0Cy:(@) + .... + Crnyn(®) + Ynt.(2) (1]
donde se ha supuesto de orden n la ecuacidén diferencial. S1
gy = f(mr Z)

es la formula de transformacion, donde z representa a la nueva funeién,
aplicada a la soluciéon general [1] de la ecuacién primitiva, la ecuaciéon
resultante

f(@2) =Cuyi(@ + .. + Catn(@) + Yn+a (@) (2]

da, en forma implicita, la solucion general de la ecuacién diferencial
transformada. Y sise pretende que ésta sea también lineal, 1a ecuacion [2]
debe definir a z funcidn lineal respecto a las constantes arbitrarias
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Es decir:
z=0Cu,@®) + .... + Chon({x) + vnt,(T) 3]

Identificando las derivadas de z obtenidas de las ecuaciones [2] y [3]
se obtiene:

Yy {®) Y'n(2) Y'ngr (@) — [z (2, 2)
C, P e— + ... 4+ Cn =
[z (z, z) fz (% z) f'z (@, z)
=Cvi@ + ... + Cavn(@) + Vg (x)
v de la arbitrariedad de las constantes C;, ... , Cn se deduce:
¥ (@) Y'n (x)
— =y (e, .. , ———————='n (T)
fz (= 2) fz (z, 2)
y de aqui:
¥’y (@) §'n (x)
f’z(m,z)E——-l-—-—E ...E-—-H—-—Eu(a’)
vy (%) v'n (x)

E integrando respecto a la variable z.
[ 2)=u(=)z+ ¢z

Reciprocamente: mediante el cambio de la funcién, definido por la
férmula de transformacion:

y =1u(x)z+ ¢ ()

una ecuacion diferencial lineal se transforma en otra del mismo tipo,
como es facil de comprobar.

Resumiendo, podemos enunciar el siguiente teorema:

TroreMA: Para que una ecuacion diferencial lineal P(D) y = { ()
se transforme en oira del mismo tipo, medianle un cambio de la funcién,
es condicion necesaria y suficiente que la férmula de iransformacion adople
la forma: ‘

y=u(x)z + ¢z (4]

2. Es facil comprobar que la funcién ¢ (), que figura en la formula
[4], solo interviene en la construccién del término independiente de z
v sus derivadas en la ecuacion diferencial transformada Q(D) z = @ (z),
pero no en la de los coeficientes de aquéllas. Y como solamente nos in-
teresan éstos, estudiaremos tinicamente el cambio, cuya férmula es de
la forma:

y=ulx)z (5]
Si la ecuacion diferencial primitiva es:
dny dn—1y
P (D) y = - + a, () —

dxn dxn—1
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dy
+ oo+ an—y (8 —— + an(2) ¥ = ¢ (@) {6}
dz

sustituyendo en ella la funciéon y y sus derivadas obtenidas de la for-
mula [5].

dny dnz dn—1z
= u () + nu (&) ———r s
dxn daxn dxn—1
dn—1ly dn—1z
= u (z)
dan—1 dgn—1

se obtiene la ecuacién transformada:
dnz u’ (z)
+ [n

dxn

dn—1z
+a1(w))~————~— 4+ o =0 (z)

dzn—1

O (D) z=
u (o)

y para que ésta sea de coeficientes constantes es necesario que:

u’ (z)
n ———— + g, (z) = K (constante)
u (x)
0O ses,
u’ (z) 1
= (K — a, (z))
u (x) n )

F. integrando:

donde

o = = constante

-

Yy, H = constante.

Si se pretende que la ecuacion diferencia lineal transformada sea de
coeficientes constantes, la férmula de transformacion [5] ha de ser,
pues, de la forma:

1
oL — —— | a(x)de
y = He e nfl .z

Pero ésta es la féormula de transformacion de un cambio, equivalente
a dos cambios sucesivos de la funcién, cuyas respectivas formulas son:

1
-— a, (z) dr
y=-e n /1 Lw, w = He*z 7
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La primera es la del conocido cambio de la funcion, que suprime el
término en la derivada (n — 1) — ésima. Y la segunda es la de un cam-
bio que no puede transformar una ecuaciéon diferencial lineal de coefi-
cientes variables en otra de coeficientes constantes; ya que si asi fuera,
la féormula del cambio inverso:

1 — o
Z = ——— ¢ w
H

transformaria a una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constan-
tes en otra de coeficientes variables, lo cual es imposible,,como es facil
comprobarlo mediante las propiedades del operador P (D) de coeficien=
tes constantes. En efecto: la ecuacion

P (D) z = ¢ (%)
se transformaria en la ecuacion
—ax
P(D)e w = H o (z)
0 sea,
]
e PD—a)w=He(a)

P(D— «) w = He* % (z)

que es también de coeficientes constantes, por serlo el operador P (D — a).

De aqui se deduce, que la ecuacién transformada de coeficientes
constantes, mediante el cambio de la funcion, y en el caso de existir,
la ha tenido que proporcionar ya el primero de los dos cambios [7].

Podemos, pues, enunciar ya el siguiente teorema:

TeoREMA: Una ecuacién diferencial lineal de orden m admile lrans-
formada de coeficientes constantes, mediante un cambio de la funcién, si
y sélo si, a esle tipo de ecuacion conduce el cambio de la funcién que su-
prime el término en la derivada (n — 1)-ésima.

CororaRio: Toda ecuacién diferencial lineal de orden n de coeficienies
variables, que carece de término en la derivada (n — 1)-ésima, no admile
ecuacién transformada de coeficientes constanies mediante un cambio de
la funcion.

El cambio de la funcién, en la ecuacion [6], mediante la formula de
transformacion:

1
— /al(w)da: oz
y=-ce n .z=0Ce u(z)z

donde suponemos constantes a @ y G, conduciria, en el caso de existir,
a una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes, por un razo-
namiento analogo al efectuado anteriormente, si y solo si a este tipo de
ecuacion conduce el cambio

y = ulz)z
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De aqui, el siguiente escolio:

Se puede suprimir lodo faclor de la forma Ce*% (G y o constantes) en
la férmula de itransformacion de una ecuacién diferencial lineal de coe-
ficientes variables en olra de coeficienies conslantes.

Ejemplo: Si aplicamos a la ecuacién diferencial
ddz d%z dz

—3 + +z=em 8]
dz?® dx? dx

El cambio de la funcion definido por la formula

=2y [9]
se obliene facilmente la ecuacion diferencial transformada:
d*y d*y dy
* —3(z—1) +{@&—6)——+ @+ 1y=e= [10]
dz? dxz? dzx

Se plantea, pues, el problema de resolver esta ultima ecuacién dife-
rencial sabiendo, o no, que admite transformada de coeficientes cons-
tantes mediante cambio de la funcidn.

Psra ello, le aplicamos el cambio de la funcion, definido por la fér-
mula:

1 3{z—1)
— /——— dx . 1
y=-e 3 z 2= A e% z {11}
x

Prescindiendo del factor (4-ez ex), le aplicamos, en definitiva, el cam-~
bio de la funcién dado por la férmula mas sencilla:

1
y= z
T

que por ser la férmula de transformacion inversa de la [9] incidimos en

la ecuacion diferencial [8]. La ecuacion caracteristica de la homogénea
correspondiente es:

P(r)=m —3r +r4+1=0

que tiene las raices 1, 1 + Y2y 1 — J/2.
Y como una solucidn particular de la ecuacién completa es
e

= — = —— g3%

P (?)

Se obtiene la solucidon general de la ecuacién transformada.

2 = Caer + Cyell F /) + Ceell = V2o __ gas
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y sustituyendo z = «y, y despejando la y se obtiene la solucién general
de la ecuacién propuesta [10].
y=— [Clew 4+ Cpett Vo 4+ Cyelt — Vo _ e”w]
x

De no haber prescindido del factor (4 ex) en la férmula del cam-
bio [11], llegariamos a una ecuacién diferencial lineal, también de coe-
ficientes constantes, pero sin término en la derivada

d?z

dz?





