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UN SISTEMA DE CUADRICAS EN RELACION
CON CUESTIONES DE HOMOGRAFIAS

ESPACIALES

Por'

A.LVARO SAINZ EGUlZABAL

E'> sabido que para que dos planos dist íntos oc A oc' sean perspectivos,
es condición necesaria y suficiente que los puntos comunes sean dobles,
'lo que implica sobre la recta común a = oc n oc', como proyectividad su
bordinada. la identidad.

Vamos a ver lo que sucede cuando los planos oc A oc' no superpuestos
están referidos mediante una homografia ep, en la que es doble, sin ser
Idéntica, la recta común. La proyectividad sobre ésta puede ser hiper
bólica, parabólica o elíptica, fijándonos en especial en el primer caso,
aunque el estudio que vamos a hacer vale para el segundo también.
Sean M y N los puntos dobles de dicha proyectívidad.

Dos rectas homólogas de a A a' (las llamaremos r« A r'« Ó I'N A r'N)
que pasan por ello", son perspectivas, luego sus puntos homólogos de
terminan rectas que pasan por un punto. ¿Cuál es ('1 lugar (J) de estos
centros de perspectividad al variar esas rectas? Llamemos 1tM A 1tN

a los planos determinados por rM A r'« Ó rN A r'N, respectivamente.
Si r A r' son dos rectas homólogas en ep, que no pasan ni por M ni

por N, ellas cortarán a la recta común a en dos puntos homólogos R A R'
de la proyectividad sobre a. Como r A r' son dos rectas que se cruzan,
las rectas que unen sobre-ellas sus puntos homólogos determinan una
cuádrica reglada cr no degenerada, y el conjunto de éstas 00 2 cuádricas
constituyen un sistema que denominaremos n.

Una cuádrica del sistema está caracterizada, pues, por tener dos di
rectrices en a A a', homólogas en la proyectivídad supuesta, siendo
sus generatrices las rectas que unen puntos homólogos de dicha provee
tividad. Entre estas generatrices se encuentra la recta a == a n a' que,
por tanto, pertenece a todas ellas.

Veamos a continuación algunas propiedades interesantes de las
cuádricas de este sistema.
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1.a Los planos 1tM A 1tN son tangentes a todas las cuádricas de n.
En efecto: las rectas homólogas r« A r'M, por ejemplo, que deter

minan 1tM, cortan a las directrices r A 1", que definen a una cualquiera
de las cuádrícas a, en los puntos R A R', homólogos en las proyectívídad,
y por tanto, la recta RR', que pertenece a 1tM, es una generatriz de a.

Z.a Los centros de perspectividad pertenecen a todas las cuádricas,
Si 1tM,P PS el plano que determina al centro P, cada cuaduca de n

tiene una generatriz en 1tM,P, la cual, en virtud de la perspectlvídad,
pasa por P; luego este punto pertenece a n.

3.a Recíprocamente, todo punto común a las ctuulricas n es centro
de perspectiuuiaü.

Si P es un punto común a todas n, y al Y a 2 son dos de ellas, por P
pasa una generatriz de cada una, las cuales cortan a ex. A ex.' en dos parejas
de puntos homólogos R A R'; S A S'. Las rectas RS y R'S' homólogas
están en un plano, luego pasan por uno de los puntos dobles de a. Estas
dos rectas determman el plano tangente que tiene a P por centro de
perspectívrdad.

4.a Dos cuádricas tienen comun, ademas de la generatrz a == ex. n ex.'
la qeneratriz tleiermuuulu por los puntos de interseccion de las dos direc
trices de ambas, contenidas en ex. A ex.', puntos que son homólogos en la
proyect.rvidad generadoras de las cuádricas.

5. a 81 es tuperboltca la proyeclwidad subordinada sobre a = ex. n ex.',
los centro'! de perspectiouiad sobre cada qenerctriz son distmlos.

Supongamos que existe una generatriz RR', en la que P fuera el
unico centro de perspectrvidad: los planos 1tM,P A 1tN,P determinados
por RR' y los dobles sobre a son tangentes a las cuádricas n y las ge
neratrices contenidas en ellos pasan todas por P. Sea cr una cuádrrca
que contiene a la generatriz PSS', dtsl inta de la PRR' y contenida en
1tM,P; el plano 1tN,P es tangente a e y, pOI tanto, una generatriz de o ,
dístrnta de la SS' estará contemda en 1tN,P, lo que es absurdo, pues por
cada punto de una cuádrica no degenerada no pasa mas que una sola
generatrizo

6.a Si la proqectusidad sobre a es Iu.perboitca, el lugar de los centros
de perspectundad está constiiuuio por dos directrices, comunes a todas las
cuadricas del sistema,

Hemos VIstO antes que dos cuádricas de la familia tienen cornun la
generatriz a y otra variable que unirá dos puntos homólogos de la pro
yectividad entre los planos de partida. La intersección restante, que,
según las propiedades Z.a y 3.a, la determinan los centros de perspecti
vidad, será una cónica o dos directrices. El primer caso no puede pre
sentarse, pues según la propiedad 5.a todas las rectas que unen puntos
homólogos de ex. A ex.' cortan a ese lugar en dos puntos. ASÍ, pues. el lu
gar de los centros de perspectrvidad de dos planos distmtos, con recta
común doble, sin ser Idéntica, está constituido por dos rectas que se
cruzan y son Jirectr ices de la familia de cuádrlcas engendrada por la
proyectividad.

7.a Las directrices lugar pasan por los puntos dobles M A N de la
proyectividad sobre a.
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Si una de ellas, p, cortase a la recta a, en un punto T distrnto de los
M A N, por ese punto y su homólogo T' pasan dos rectas 1 A l' homólo
gas que engendran una cuádrica, y por el punto T pasan dos directrices
de la misma: la p y la 1, lo que e'> absurdo.

Resulta de este teorema que:
S.a Los centros de perspeciundad son los puntos de contacto de las

regladas con los planos tangentes que contienen a la directriz comun
Del estudio realIzado se desprende que las cuadrrcas n tienen co

mun toda" ellas dos directrices y una generatrtz. Las que contengan
otra generatriz -rpcta que une do"> puntos homólogas en la proyect 1

vidad generadora-e- pertenecen a un haz de rezladus que contienen una
g,'neratrlz en cada plano de lo" que pasan por la"> dupetrlcP"> comunes.
PO!' tanto:

9.a El sistema de las n cuadru as regladas pueden distribuirse en
otro stslema de 00 1 haces caracterisudos por las dos directrices y la gene
ratriz, comunes a lodos ellos. más, para cada 11IW. una de las tnjtnüas ge
neratrices del haz P en cualquiera de lo» plano« que pttvun por una de las
directrices comunes,

Vamos a ver algunas uplrcacion--, de> p">to"> rr-sultudo-. ,\ l<l"> homogra
nas espaciales de un numero mf'nuto o f'uuto de punto"> doble" reales.

En una hornograna bld"\.wl hipe -hólrca (o pur.rbóhca ), Ius rectas
que unen punto'> homolocos <;011 doble"> y por apoyarse en lo" ejes (o eje)
resultan ser ésto" el Iug.u- do lo" centros de perspertrvidad de 10<; planes
homólogo" que pasan por las reCtd<; doble". Cuulqurern que sea la pareja
de éstos que pasan por una recta doble el sistema de cuadricas n es
uruco y el conjunto de las 00 3 cuadricas a que dan lug.n- todas las rectas
dobles tienen como directr-ices comuno-, a lo" eje".

Reciprocamente, del estudio realIzado en la pi imera parte de este
trabajo resulta como consecuencia interesante que «Una homoqraiia
bcaxial hrperbólica (o parabólica) queda determinada por una pareja
de planos prouectu-os, cuya recta común ~ea doble con prouecluvulad subor
dinada, bien hiperbólica. bren parabólu-a».

Los ejes de dicha homografía -ou la" drrectrrce-, del sist ema n.
Cuando es fmito el número de punto" dobles reales. consideraremos

el caso de cuatro, M, N, P, Q. Las recta" MN y PQ tienen que cruzarse
y las únicas dobles de la horngzaña son las seis del tetraedro que deter
minan. Las caras del mismo son los Ul1lCOS plano" dobles de la proyec
t ividad entre los espacros. Do" planos homólogos que pasen por MN,
por ejemplo, determinan una Iarmlra n y por ser generatriz de todas las
cuadríca», la recta PQ, los eje" de perspertividad pasan por M y N, Y
se apoyan en PQ.

Por tanto, el lugar de todos ellos al variar los planos homólogos
por MN, está constituido por dos haces de rectas SItuados en los planos
MPQ y NPQ.
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Análogamente para los otros sistemas n generados por las restantes
rectas dobles.

Por último, SI la proyectrvidad q:> entre los planos a A. a" subordina
sobre la recta común a =a n al, supuesta doble, otra correspondencia
de tipo elíptrco, también cp defme en el espacio proyectivo real una horno
graña bíaxíal elíptica 0, en la cual a A 1X 1 se corresponden Junto con la
homogratía en ellos establecida.

En efecto, las OJ' rectas que unen parejas A A'; B E'; etc. de puntos
homólogos situados en o: A al, se cruzan dos a dos, pues SI dos de ellas'
MM', NN/, estuvieran en un plano las rectas MN A M' N' que se corres'
ponden en <p, se- cortarían sobre R E a y este punto seria doble, lo que
va contra la hipótesis de ser elíptica la proyectrvidad sobre dicha recta.

Por cada punto del espacio pasa una y sólo una recta del sistema.
En efecto, ,,1 P E 0:, entonces su homólogo P' EI IX', Y la recta P P' e-s
la única que cumple dicha condición. SI P está fuera de o: o 1Xl, conside
remos la perspectrvidad (j entre estos planos, cuyo centro es P. El pro
ducto ep (j_l es una proyectrvidad sobre a, que tiene por lo menos un
punto, S, doble, el cual, con su homólogo S', dan la recta S S' del sistema
que pasa por P; y esta es uruca por lo dicho en el párrafo segundo.

Analogaments, cada plano del espacio contiene una y solo una recia
del sistema. Si el plano considerado es el a o el n", dicha recta es la cornun ;
si se trata de otro cualquiera y, éste cortara a 10& de partida en dos
rectas: m A n' que concurren en un punto R E a; por el homólogo R' de
R en cp pasan las dos rectas, Imagen una: m', y origmal Ia otra: n, de las
anterrores, luego la recta que orrginan los puntos homólogos T =m n n
A. T' == m' n n', pertenece a y. De todo lo dicho, se deduce que EL CON
JUNTO DE LAS OJ' RECTAS QUE DE1ERMINAN LOS PUNTOS HOMOLOGOS
DE o: A al, CONSTITUYEN UNA CONGRUENCIA LINEAL DE PRIMER ORDEN
Y DE PRIMERA. CLASE. Pero es sabido que una congruencia de este tipo
defme en el espacio proyectivo dos rectas Imaginarias conjugadas de
segunda especie, que son los ejes de una homografia biaxial elíptica que,
con la proyectividad sobre- a, queda perfectamente definida.

Resumiendo, podemos dectr que:
UNA PROYECTIVIDAD ENTRE DOS PLANOS DISTI"i"TO<; a A 01:\ PARA LA CUAL
LA RECTA a =o: n al SEA DOBLE SIN <;ER IDENTICA, VIENE SUBORDINADA
A UNA HOMOGRAFÍA BIAXIAL DEL ESPACIO DE LA 'I1'ISMA NATURALEZA
QUE LA PROYECTIVIDAD SOBRE LA RECTA COMÚN.




