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HIPOPE,DA CILINDRICA

Por'

LEO BARSOTTI e ]AYME MACHADO CARDOSO

1. A hipopeda de Eudóxio e a curva mtersecao de um cilmdro de
revolucáo corn urna esfera cujo centro pertence a urna geratriz do
cilindro, tendo para raio o diámetro da segao reta do cilindro (1).

Em (1] o Prof. Mendel Coifman construíu urna curva, por ele deno
minada hipopeda CIlíndrica, da qual a hipopeda de Eudóxio é caso
particular.

O objetivo desta nota é demonstrar analíticamente as propriedades
da hipopeda cilíndrrca apresentadas em (1].

2. Consideremos a curva do plano yz de equacño

a y
z = --cos-

2 21'

e o cilindro de equacño

(O <; y < 4rTC) (1)

x 2 + y2 - 2rx = O (2)

limitado pelos planos z = aj2 e z = -aj2.
As equacñes paramétricas que se obtém da (1) por enrolamento do

plano yz no cilindro (2) sao

t
x = r· sen

r

t
Y = r + r· cos

r

a t
z = --co<;-

2 21'

(1) Ver, p. ex., [2] p. 324.

(O <; t < 4rTC)
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ou, fazendo-se tlr = ze,
x = r' sen ze
y = Zr . cos'e

a
Z = -- cos e.

Z

o <; e < Z1"I" (3)

Tal é a curva denommada hipopeda cilíndrica pelo Prof. Corfrnan.
A curva pode ser obt.ída como íntersecao do crlmdro (Z) corn o cone

de vértice na orígem

x' + y' 4z'
------

4r' a'
=0 (4)

(5)

ou, como mtersecáo do mesmo cilindro com o ehpsóide de revolucño

(x - Zr)' + y' 4z'
+-- = 1

4r' a'

Em particular, se a = Zr, o elipsóide se reduz a urna estera e obternos
a hipopeda de Eudóxio.

O plano xz é tangente ao cilindro (Z) e ao elrpsóide (5) na origem.
A origem é, pais, ponto duplo da hipopeda, que corresponde aos va
lores rt/Z e 31"1"IZ do parámetro e das (3).

3. Teorema 1.-0 lugar dos pontos cornuns as tangentes a hipopeda
e ao plano conduzido pelo ponto duplo e perpendicular as arestas do
cilindro é a císsóide de Diocles.

Demonetraciio. O vector

a
P' = Zr . cos Zel - Zr . sen ze¡ + - sen ek

'.2
(6)

é tangente a hípopeda.
A desenvolvível tangencial da hipopeda tem para equacño vectorial

M = P + t· P'

Nos pontos da desenvolvível situados no plano xy ternos

a a
- - cos e + t . -- . sen e = o

Z Z
donde

t = cotg e
Os coeficientes de Te Tfornecem as equacóes paramétricas da mter

secao da desenvolvível com o plano xy,

x = Zr . cotg e . cos ze + r . sen ze

y = -Zr' cotg e . sen ze + r(l + cos Ze)
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donde

ou seja,

x" + y"
cos 46

p" = 4r" --
sen "6

cos "6
= 2r--

sen 6
(7)

equacño polar da císsóíde, c. q, d.

Teorema 2. A projecño cilíndrica da hipopeda, sobre um plano
perpendicular as geratrizes do cilindro, segundo urna direcño que
forma com essas geratrizes ángulo igual ao formado pela tangente
a curva no ponto duplo, é um trrlólio oblíquo.

Demonsiracao, No ponto duplo (6 = -rr;/2), da (6) tem-se

a
P'(-rr;/2) = -2r·¡+-k

2

As retas que formam com o eíxo z ángulo igual ao de P'( -rr;/2) sao
paralelas aos vectores

a
r = 2r(cos o:: 1 + sen o:: Jj + - k

2

A equacño vectorial do cilindro projetani.e da hipopeda, e de gera
trrzes paralelas aré

(8)

Nos pontos do cilindro Situados no plano xy, tomado como plano
de projecño,

a a
- - cos 6 + t . - = O

2 2

donde
l = cos 6

Os coeficientes de Te Tfornecem as equacües paramétricas da ínter
sec:<ao do cilindro projetante (8) com o plano xy:

-
x = r . sen 26 + 2r . cos 6 . cos o:: = 2r . cos 6 (sen 6 + cos 0::)

~ ~.""" ~

y = 2r' cos "6 + 2r . cos 6 . sen o: = 2r . cos e (cos 6 + 8en.0::),

Destas se tira

y
(x· + y") [(x· + y") + 4r(x . cos o:: • sen o:: + !J • sen "o¡)J

8r(x . cos ex; + y • s,en 0::)"
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ou, em coordenadas polares

p = 4r· cos (Cú - a) • sen (2Cú - a)

que é a equacño do trifólio oblíquo.

(9)

Casos particulares

2.1. Se, além das condrcóes do teorema 2, as projetantes forem
paralelas ao plano yz, será a: = 7';/2. Neste caso a (9) reduz-se a

p = 4r· sen Cú' cos2Cú

equacño do trifólio reto.
2.2. Supondo as projetantes paralelas ao plano XZ, a

reduz-se a

p = 4r . cos Cú . sen 2 Cú

(10)

o e a (9)

(11)

equacño da Iólha dupla reta (').

Teorema 3. A projecño da hipopeda sobre o plano conduzído
pelo ponto duplo e perpendicularmente as geratrizes do cilindro, desde
um ponto arbitrário da curva é a estrofóide oblíqua.

Demanstraciio, Projetemos a hipopeda desde um centro de pro
je~ao arbitrário tomado sobre a própría curva. Sendo 60 o valor do
parámetro 6 que corresponde ao centro de projecáo, as aquacñes da
projecño sobre o plano de equacño z = t seráo

a . cos 6· cos 60 (sen 60 - sen 6) + 2t (sen 260 - sen 26)
x=r-----------------------

a (cos 6 - cos 60 )

(12)
a . cos 6 . cos 60 (cos 60 - cos 6l + 2t(cos'60 - cos'6)

y = 2r--------------------
a(cos 6 - cos 60 )

Para t = O as (12) fornecem as equacóes paramétrícas da projecño
da hipopeda sobre o plano xy:

cos 6 . cos 60 (sen 6 - sen ( 0)

x = 2r------------ (13)
cos 60 - cos a

y = -2r . cos 60 • eos 6

Consideremos um sistema de coordenadas polares (p,Cú) eujo polo
é ti Intersecño da geratríz do cilindro que passa pelo centro de projecño

(2) Um resultado que náo consta em [1] é que a fOlha dupla obl1qua é a proje~llo

da hípopeda sabré um plano perpendicular as geratrizes do cilindro, feita desde um ponto,
distinto do ponto duplo, pertencente a tangente no ponto duplo. Em particular, se o
centro de proje\1/iO é o ponto ímpréprío desta tangente obtemos a fOlha dupla reta.
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com o plano {ry, C cujo cixo polar f> a rela qUE' passa por ésse ponto ('
pelo ponto duplo. Ternos

T = 2r . CO'l oc . cos (lo + p cos (IX + co )

y = 2r . sen IX • cos (lo - P sen (oc + co )

ande oc é o suplemento do angula formado pelos sentidos posit.ivos dos
eixos polar e das abscissas.

Por outro lado, temas

rr
w=--(l

2
donde resulta

p = 2r
cos (lo (sen co + sen oc)

sen (oc + co )

que é a equacño da estrotórde obIíqua.

(14 )

Casos particulares

3.1. O centro de projecáo é o ponto de maior rola da lupopeda
(lo = O). As (13) fornecem as equacóes da projecño sóbre o plano xy:

sen 20
x = r----

1 - cosO
y = -2r' cose

que sao as equacóes paramétricas de estroróide reta

(15)x2 = y2
2r + y

2r-y

3.2. O centro de projecño é o ponto duplo da hipopeda (00 7t/2).
Tomando o plano de equacño z = -a/2 como plano de projecño, as
equacñes paramétricas da projecño sao obtidas das (12) fazendo-se
t = -a/2:

x = -2r . sen O, y = -2r . cos O,

equacñes da circunferencia de centro na origem e raio 2r:

x' + y" = 4r2

Teorema 4. A projecño ortogonal da hipopeda sobre um plano
paralelo as geratrizes do cilindro, mas nao paralelo nem perpendicular
ao plano diametral, é uma parábola virtual.

Dernonslractio. Considere-se a hipopeda cilíndrica dada como
ínterseeño do elípsóíde

x" + y' 4z"
---+--=

4r" a2
(16)
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corn o cilmdro

x" + q2 -- Z IX X - Z ~ y o (17)

ande IX2 + ~2 = 1'2.

A equacño da projecáo ortogonal "obre o plano J;Z (que se acha nas
condicñes do enunciado para IX =1= O =1= ~) obtérn-se eliminando y
entre (16) e (17). Fazendo-se x - IX = X e pondo IX = r > cos '(, ± ~ =
= r . 'len '(, vrm

81'2 r '( -- '( ¡i--~- __]2
- - Z2 = 'lr11 - ¡ir2 + rX + eos - 1'2 - rX

n 2 Z Z

equacáo do urna parabola virtual.

Casos porticulares

(18)

(19)

(ZO)

4.1. Plano do projecáo paralelo ao plano tangente ao cilindro
no ponto duplo: y = 7t/Z. A (18) assumc a forma

161'2 641'2
X2 = ---Z2---- Z'

a2 a'

cquacáo de urna curva denornmada, pelo ProL Coríman, Iemruscaia
CIlíndrica.

Em par-ticular, se a = Zr, IStO é, se a altura do cilindro é Igual ao
diámetro de 'lila 5eºi'l0 reta, ternos

Z2 4
x 2 = z'

4 1'"

que é a Iemmscat.a de Gerona.
4.Z. Plano de projecao coincidente com o plano axial do Cilindro

coritendo o ponto duplo: '( = O. A (18) reduz-se a

81'
- Z2 = T - X,
a 2

cquacáo de urna parábola
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