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HIPOPEDA CILINDRICA

Por

LeEo Barsorri e JaymMe Macaapo Carposo

1. A hipopeda de Eudéxio e a curva intersegdo de um cilindro de
revolugiio com uma esfera cujo centro pertence a uma geratriz do
cilindro, tendo para raio o didmetro da seg¢fio reta do cilindro (%).

Em [1] o Prof. Mendel Coifman construiu uma curva, por éle deno-
minada hipopeda cilindrica, da qual a hipopeda de Eudéxio é caso
particular.

O objetivo desta nota é demonstrar analilicamente as propriedades
da hipopeda cilindrica apresentadas em [1].

2. Consideremos a curva do plano yz de equagio

a y
Z = —— —— €0§ — (0O <y < 4rxn) ()
2 2r

e o cilindro de equacéo
2+ y:—2z =0 (?)
limitado pelos planos z = q/2 e z = —a/2.

As equacdes paramétricas que se obtém da (1) por enrolamento do
plano yz no cilindro {2) sédo

i

T = r-sen —
r
i
y=r-+r-cos— (O <t <4rn)
r
a i
Z = —— —— C0S% —
2 2r

(1) Ver, p. ex., [2] p. 324,
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ou, fazendo-se ifr = 26,
z = r-sen 20
y = 2r - cos?0 0 <0 <2n (3)

a
Z = — — ¢0s 0.

Tal ¢ a curva denominada hipopeda cilindrica pelo Prof. Coifman.

A curva pode ser obtida como intersecfio do cilindro (2) com o cone
de vértice na origem

z? + y? 4z2

—— =0 (4)
4r2 a?

ou, como interse¢io do mesmo cilindro com o elipséide de revolugho

(x—2r)2 + g2 4z2
+ =1 (5)
4r? a®

Em particular, se ¢ = 2r, o elipsodide se reduz a uma esfera e oblemos
a hipopeda de Eudéxio.

O plano 2z ¢ tangente ao cilindro (2) e ao elipsobide {5) na origem.
A origem é, pois, ponto duplo da hipopeda, que corresponde aos va-
l6res =/2 ¢ 3w/2 do parametro 6 das (3).

3. Teorema 1.—O lugar dos pontos comuns as tangentes a hipopeda
¢ ao plano conduzido pelo ponto duplo e perpendicular as arestas do
cilindro é a cisséide de Diocles.

Demonsitragdo. O vector

_ _ a
P’ = 2r - cos 201 — 2r - sen 26 4+ — sen Ok (6)
2

¢ tangente & hipopeda.
A desenvolvivel tangencial da hipopeda tem para equacgfio vectorial

M=P+1t-P
Nos pontos da desenvolvivel situados no plano zy temos

a a
—— —c0s 8 +t:-—~—-8en 6 = 0
2 2

donde
I =cotg 0

Os coeficientes de 7 e J fornecem as equacdes paramétricas da nter-
secdo da desenvolvivel com o plano zy,

z = 2r-cotg 0-cos 20 + r - sen 20
y = —2r - cotg O - sen 20 + r{l + cos 28)
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donde

cos 48
$2+y2=92=4r2

sen 26

ou seja,
cos 20

= 2r — (7)

sen 0

equacdo polar da cisséide, c. q. d.

Teorema 2. A projecfio cilindrica da hipopeda, sébre um plano
perpendicular as geratrizes do cilindro, segundo uma dire¢io que
forma com essas geratrizes &ngulo igual ao formado pela tangente
a curva no ponto duplo, é um trifolio obliquo.

Demonsiragdo. No ponlo duplo (0 = =/2), da (6) tem-se
— a _
P(rfR) = —Rr-1 + —k
2

As retas que formam com o eixo z dngulo igual ao de P’(w/2) sfo
paralelas aos vectores

p— — —_— a —
r = 2r(cos a1 4 sen aj) + —k
2

A equagho vectorial do cilindro projetanie da hipopeda, e de gera-
trizes paralelas a 7 &

M=P+i 7 (8)

Nos pontos do cilindro situados no plano zy, tomado como plano
de projecio,

a a
——c08 0+ — =0
2 2

donde
t = cos 0

Os coeficientes de i e j fornecem as equagdes paramétricas da inter-
segfio do cilindro projetante (8) com o plano zy:

a:=r-sen26+2r-cos6-005u=2r-cose—(sen6+cosoc)

y = 2r - cos 0 4+ 2r-cos 0 sen a = 2 - \(:(Ss 6 (cosxé -+ s:eﬁ:ta),

Destas se tira -

(x? + y?) [(@® + y®) + 4r(z - cos a - sen « + y - sen *u)]

8r(z - cos & -+ y - sen «)? PSRN S



ou, em coordenadas polares
p=4r-cos{w—a) - sen (20 — a) (9)

que ¢ a equaclo do trifélio obliquo.

Casos particulares

2.1. Se, além das condigdes do teorema 2, as projetantes forem
paralelas ao plano yz, serd « = w/2. Neste caso a (9) reduz-se a

p =4r-sen o - cos2o (10)

equagdo do trifélio reto.

2.2. Supondo as projetantes paralelas ao plano zz, « = 0 e a (9)
reduz-se a

p=4r-cos - sen 2w (11)
equagio da folha dupla reta (2).

Teorema 3. A projecdo da hipopeda sObre o plano conduzido
pelo ponto duplo e perpendicularmente as geratrizes do cilindro, desde
um ponto arbitrério da curva é a estroféide obliqua.

Demonstragdo. Projetemos a hipopeda desde um centro de pro-
jecdo arbitrario tomado sObre a propria curva. Sendo 6, o valor do
pardmetro 6 que corresponde ao centro de projecfo, as aquacgdes da
projecdo sbbre o plano de equacfio z = { serfio

a ' cos 0 cos 9, (sen 6, — sen 0) 4 2f(sen 20, — sen 20)

z=r
a(cos 6 — cos 6,)
(12)
2 a - cos 0 - cos B, (cos B, — cos 6) + 2 cos?8, — cos20)
y=3r

a(cos 8 — cos §,)

Para t = O as (12) fornecem as equagdes paramétricas da projecéo
da hipopeda sObre o plano zy:

cos 9 - cos O, (sen O — sen 9,)
z=2r (13)
cos 6, —cos 0

y = —=2r -cos 8, - cos §

Consideremos um sistema de coordenadas polares (p,») cujo polo
é a interse¢fio da geratriz do cilindro que passa pelo centro de projecéio

(2) Um resultado que nfo ¢onsta em [1] é que a félha dupla obliqua € a projegéio
da hipopeda sdbré um plano perpendicular 48 geratrizes do cilindro, feita desde um ponto,
distinté dé ponto duplo, pertencente & tangente no ponto duplo. Em particular, se o
centré de projecdo é o ponto inipréprio desta tangente obtemos a félha dupla reta.
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com o plano xy, ¢ cujo eixo polar é a reta que passa por 8sse ponto ¢
pelo ponto duplo. Temos

T = 2r+cos a-cos O, + pcos(a 4+ o)
y = 2r-sen a-cos §, — psen{a + o)

onde « é o suplemento do &ngulo formado pelos sentidos positivos dos
eixos polar e das abscissas.
Por outro lado, temos

w
© =0
2

donde resulta
cos 0, (sen & 4+ sen «)
p = 2r (14)
sen (o -+ o)

que é a equacio da estroféide obliqua.

Casos particulares

3.1. O centro de projecdio ¢ o ponto de malor cola da hipopeda
(6, = 0). As (13) fornecem as equacdes da projeclo sdbre o plano zy:

sen 20
£ =pr———— . y = —2r-cosb
1 — cosf

que sfio as equacgdes paramétricas de estrofoide reta

2r +y
z? = YP (15)
2r—y
3.2. O centro de projecdo é o ponto duplo da hipopeda (6, = =/2).
Tomando o plano de equag¢fo z = —a/2 como plano de projecdo, as
equagbes paramétricas da projeciio sfo obtidas das (12) fazendo-se
= —a/2:

r = —2r-sen 0, y = —2r - cos 8,
equacbes da circunferéncia de centro na origem e raio 2r:
z? + y? = 4r2

Teorema 4. A projecio ortogonal da hipopeda sébre um plano
paralelo as geratrizes do cilindro, mas nfo paralelo nem perpendicular
ao plano diametral, é uma parébola virtual.

Demonstracdo. Considere-se a hipopeda cilindrica dada como
interseciio do elipsotide

x? + y2 422
+

=1 (16)
4re a?
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com o cilindro
22+ y2—Rax—2fy =10 (17)
onde a2 + B2 = r

A equaciio da projeclio ortogonal sObre o plano &z (que se acha nas
condigbes do enunciado para o = 0 = B) obtém-se eliminando y
entre (16) ¢ (17). Fazendo-sex — « = Xepondo « =r-cos vy, & B =
= r - sen vy, vem
8r2 Y e Y
-—z = [%on _; Vr2 + rX + cos ? Vre — I’X] (18)

equagiio de uma parabola virtual.
Casos parliculares

4.1. Plano de projecdo paralelo ao plano tangente ao cilindro
no ponto duplo: v = =/2. A {18) assume a forma

16r2 64r?
X2 = z% — z4 (19)
a? at

equagio de uma curva denominada, pelo Prof. Coifman, lemniscata
cilindrica.

Em particular, se ¢ = 2r, 1sto 6, se a altura do cilindro é i1gual ao
didmetro de sua secfio reta, temos

2 = — — zt (20)

que ¢ a lemniscata de Gerono.
4.2. Plano de projecdo coincidente com o plano axial do cilindro
contendo o ponto duplo: vy = 0. A (18) reduz-se a

8r
— 22 = r — X,
a2
equacéo de uma parabola
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