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ANALISIS DE LA PERMUTABILIDAD DE LA
INTEGRACION DE FUNCIONES REALES
CONTINUAS CON EL PRODUCTO

Por
Jests GOMEZ SANCHEZ

Introduccion.—Es bien sabido, por el Analisis, que la suma de fun-
ciones integrables es también integrable, con la forma sencilla para la
integral de la suma

JU@) + gl@)] de = [fa)dz + [g(z)dz

v que la integral del producto de una constante por una funcién es
integrable si lo es la funcién inicial, y ademads la integral de la funcion
producto es de la forma

Skfx)de =k [f(z)dz .

Dadas dos funciones mmtegrables cualesquiera, su producto también
es integrable, pero a diferencia de los casos anteriores, el Analisis ya
no dice qué expresion tiene la integral del producto, en términos de
las integrales de los factores. Por supuesto mo es, en general, igual al
producto de las integrales de los factores. Pues bien, tratamos ahora
de determinar las relaciones que ligan a fodos los pares de funciones
reales continuas, tales que la integral de su producto sea igual al producto
de las integrales de los factores, es decir, que satisfagan la ecuacion

JH@)g(@)de = ff(z)dz - [¢(z)dz ,

pero es necesario aclarar aun més el significado al cual nos referimos,
porque ademés de ser esencial para toda la exposicién, para evitar
ciertas ambiguedades que, sin duda, podrian presentarse. Partimos
de una primitiva particular, F(z), de la funcién continua f(z) y se
quiere determinar una funcién continua g(z) (no decimos la tnica)
tal que exista una primitiva particular G{z)} y una cierta funcion pri-
mitiva, H{z), de f(x)g(x) de modo que se verifique

T H(z) = F(z) - Glo)
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Pero cada vez que elijamos una primitiva para f(z), de esta eleccion
de primitiva dependera la funcién G{z), y por tanto, la funcién g(z) =
= G’(z), empero estas dependencias funcionales serin estudiadas
detenidamente més adelante. Lo que tratamos de analizar, desde el
punto de vista de la Matemadtica estructural, es una relacion (como
conjunto de pares ordenados) em el espacio de todas las funciomes
reales continuas que las articula mediante una cierta estructura, com-
patible, desde luego, con las usuales 'y cldsicas preexistentes. Veremos
también que dicha estructura tiene una gran parte de contenido
geométrico.

Determinacién de la relacion funcional explicitamenle.—Vamos,
primeramente, a resolver la ecuacién integral, para lo cual la reducimos
a una ecuacién diferencial. En efecto, la ecuacion

(H) SH@)gx)ds = ffx)dz - fgz)ds

donde, de momento suponemos tiene solucion, con el significado esta-
blecido mas arriba, la derivamos, obteniendo, pues,

(2) f@)g(@) = f(z) - fo(x)de + [fz)dz - g(@),

utilizando las funciones primitivas F(z), G{z) de las f(z), g(x), respec-
tivamente; la ecuacién (2) se convierte en

(3) F'(2)G'(x) =F'(z) - Glz) + F(z) - G'{z)

ecuacion que nos sugiere, de paso, una cuestién equivalente a la que
tratamos, en otras palabras: jCudndo la derivada del producto de dos
funciones derivables es igual al producto de sus derivadas?

La equivalencia es inmediata; ya hemos visto que la relacién (1)
implica la (3). Reciprocamente, de la relacién (3), llamando f(x), g(x)
las derivadas de las funciones F(z), G{(z), respectivamente, la ecuacién
(3) adopta la forma

fz)g(z) = dfdz (F(z) - G(x))

al integrarla nos encontrariamos con una constante arbitraria aditiva,
pero como se trata de una integracion indefinida, es licito englobar
tal constante en el término ['f(z)g{x)dz, con lo cual lHegariamos a

SHz)gz)dz = F(z) - Glz) = [fa)dz - [g(z)dz

quedando establecida asi la equivalencia mencionada.
La ecuacion (3) se puede poner en la forma

F/(2)G'(z) = F(z)G(z) (F'(z)/F(z) + G'(x)/G(x})
por tanto,

F(z) G'(x) F(x) G'()

+
F(z) G(z) F(z) G (2)
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que implica

“le) _ Flofe) dfdz InG(z) = F'(@)/F(z) : [F(a)/Fla) —1]
= ; = : A
Glz)  F(z)/F(z)—1

asi pues, suponiendo la restriccion G(z)> O por ahora, se tiene
In G(z) = [[F'(2)/F(=): [F'(z)/F(z)—1]dz

) G) = ¢?® donde

. f@)
J H@)de
o) = | ——————— dz
f(x) .
SH(w)dz
pero como G{x) = [g(x)dx, derivando la ecuacién (4)
gx) = o(x) - ¢ es decir, en forma definitiva
f(x)
@) SHz)dz .
x ——— dx;
T f(x)
J f(z)dz —— 1
9(@) = ———————— e Jl(@)de
fla)
JSf(z)ds

Propiedades de la relacion funcional.—Vamos a analizar la corres-
pondencia establecida entre los pares de funciones reales continuas.
Puesto que se verifica

Jo@\f(z)dz = [fle)glz)dz = [g(z)dz - (glz)de = fg(z)dz . [{(z)dz
en virtud de la ecuacion inicial, se tiene, pues, que la relacion R, que

liga los pares de funciones reales continuas, coincide con su inversa,
abreviadamente

R = R,
es decir, se trata de una relacion simétrica. Por lo cual
flz) = @'(z) - e®(x)
con el significado establecido para @(z) anteriormente, habiendo inter-

cambiado flz) v g{=z).
Como en las integraciones empleadas intervienen constantes arbi-



— 137 —

trarias, esto nos dice que la relacién no es aplicacion. Precisando més,
ya que la expresiéon de @(z) es

f(z)

-2 [

SHz)dz
f()

SHzyde 1

en ella aparecen dos constantes arbitrarias independientes, por tanto,
a cada funcion f(x) le asignamos, en la correspondencia, una infinidad
de funciones doblemente infinitaco?2,

Las funciones que se corresponden consigo mismas verifican evi-
dentemente

JH@f(z)dz = [{z)dz - [fx)dz
y pasando a la ecuaciéon diferencial asociada
F'(¢)F'(z) = F'(@)Fl&) + F@)F(z) ; F'(z) = 2 F@), dF/F = 2 dz,
InF—lInc=2,F(x)=c-ex, F (o) = flz) = 2 e

asi pues, las funciones correspondientes de si mismas, constituyen una
infinidad simplemente infinitac .

Determinacion de la relacién funcional explicitamente para funciones
negativas y de signo cualquiera.—Como no hemos querido abandonar
¢l espacio de funciones reales continuas, en ningin momento, ni penetrar
en el espacio de las funciones continuas complejas, ha sido necesario
introducir la hipdétesis restrictiva G{z)>O para la primitiva de g(z),
la cual es la correspondiente a la funcion f(z), que a su vez es la funcién
elegida arbitrariamente dentro de espacio de funciones reales con-
tinuas. Recordemos que tal restriccién era utilizada en la integracion

de la ecuacion
G () F/(z)/F(x)

G (z) F'(z){F(z) — 1

entonces, suponiendo, en primer lugar G(r) <O, se tiene que integrando
la ecuacion anterior adopta ahora la forma

f "F'(a)/F(a)
In (—G(x)) = In|G(2)} = [ &/(@)/G(z) do = j G .
F'(x)/F(z)—1

Yy, por tanto,
—G(z) = e®®) ; G(z) = —ed=)

donde ®(z) es la consabida funcidén, resultado de dos cuadraturas.
Si consideramos la funcién particular f(z) = O, entonces, evidente-
mente, verifica nuestra ecuacion funcional

SHz)g(z)dz = [f()dz - fg(z)de



— 138 —

cualquiera que sea la funciom continua g(z), insistiendo en que las
constantes aditivas de inlegracién estan absorbidas en el término

SH@)g(z)dz.

Asi, pues, a f(z) = O le corresponde cada funcién en la relacion men-
cionada.

Las conclusiones obtenidas también fallan en los puntos singulares
F(z) = O v G(z) = O porque hemos utilizado la ecuacion

G'lz)  F'(x)/F(z)

G(z)  F'(z)/Fz)—1

por tanto, hemos de excluir tales puntos singulares.
Por altimo, consideremos la situacién en que G(z) toma valores con
diversos signos, para lo cual construiremos las dos funciones siguientes

G+(z) = Max (G(x),0)
G—{(x) = Max (—G{),0)
de donde
Glz) = G+(z) —G(2) ; glz) = () = G'Hz) —G—(z) =
= gt(z) —g—(2)

donde g+(z) y g—(x) representan las derivadas, meramente, de dos
funciones no negativas. Asi pues:

JH@giz)de = f{(z)(g+(@) —g~(z))dz = S (@) +(@) —f(z)g—(2))dz =
= JHz)g+(@)dz — [fla)g—(w)de = [f(z)dz - [g+{z)dz — f[f(x)dz -
Jo(z)de = [f@)dz- f(g+(@) —g—(z)dz)dz = [f(z)ds- fg(z)dz -

Se tiene que la expresion explicita para las funciones de signo
variable de la primitiva de g(x) tienen entonces la forma

G{z) = G+(z) — G—{(z).

O(x) .
; e ,8i G{z) > O

G+(z) =
(®) 0O ,siGz) <O
D(x)

e , 851Gz < O
O ,s8iG{z) >0

o+ o—
Glx) = e (x)——e i)
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por tanto, para la funcién, g(z), correspondiente de la f{x)

+ o +(z) - @ (z)
glzg) =@ (x)-e - — & (z)-¢ = djdz G+ (z) — d/dz G—(x)

Creemos haber dado completa solucién a la situaciéon, en que es
posible la permutabilidad de la integracion de funciones reales contiguas
con el producto de tales funciones, asimismo (como ya indicamos)
la permutabilidad de la derivaciéon de funciones reales derivables con
el producto de ellas.

Cardcter geoméirico de la relacion funcional.—Vamos a interpretar
la relacion funcional desde un punto de vista geomsétrico, lo cual, ademas
de un interés propio, servird para precisar algin aspecto de la presente
exposicion. .

Los inmediatos resultados anteriores nos sugieren una generali-
zacion de cardcter geométrico, para lo cual utilizamos la notacion R
para designar la relacién funcional y con ella damos las siguientes
definiciones: :

«Llamamos fibra de la relacién R, con respecto a una funcién con-
tinua particular g(z), a todas las funciones que estan R-relacionadas
con g(z).

«La fibra y la funcién de la cual procede aquélla se dirdn conjugadas,
y cada funcion de la fibra, conjugada de la funcion de procedencias.

No hemos hecho distincion entre fibras a la derecha o a la izquierda
por ser la relacion simétrica. Veamos ahora la estructura de cada fibra:

Si (fz)g(z)) € R, (e(x)g(x)) € R

entonces

S =) + ol@))glz)de = [(Hz)g(z) + olz)g(z))de= ff(z)g(x)dz +

+ [elz)g(z)dz = [ fle)de - [ g(z)dz + [ pl@)de- [g(z)dz = ( [T@)de +
+ [ol@)dz) - [gle)dz = [(f(@) + o(z))de - [ gla)dz

s decir, «a suma de dos funciones de la misma fibra, es también funcion
de tal fibra. Abreviadamente

(fz),9(z)) € Ry(e(z)g(z)) € R = (fz)+ ¢(z)g(z)) € R
Sea a un numero real cualquiera, entonces
[ af@) - gle)de = a [ f@)g(@)dz = a [ flz)de - [gz)ds =
= f af(z)dx « f g(z)dz

es decir, el producto de un numero real por una funcién pertenece
a la misma fibra que la funcion». Abreviadamente -

areal, (f(z)g(z)) € R => (af(z),g(z)) € R
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Sintetizando los resultados:

«Cada fibra de la relacién R constituye un espacio lineab.

Ya que la relacién R es simétrica, se verifica que si dos fibras tienen
un punto (funcién) comun, tal como f(z),

(flz),9(2)) € R,(f(z);h(z)) € R

entonces todas las funciones generatrices de las fibras que pasan por f(z)
constituyen ellas mismas una fibra porque se deduce

(9(z),f(z)) € R,(hx),f(z)) € R

precisamente la fibra conjugada de f(z). Y por cada punto comun
a dos fibras pasan infinitas fibras.

Exzistencia de la fibra conjugada.—Para cada funcién continua f(z)
estudiemos la posibilidad de obtener su fibra conjugada. Como habiamos
obtenido los resultados

(z)
I. SiG{z)> O, ¢9(x) = ®'(z) - e
@{z)
1II. Gz) < O, g9(2) = —D'(z) - ¢
o+ o
1L G{=z) % Oglz) = @' +(z) e (w)m D' —(z) - e (@)
(para todo valor)
donde
. flz)
[flx) de
D(z) = —_—dz
N
Jit@ydz

esto nos dice que cada fibra estd clasificada en tres subtipos, segun
el signo de la primitiva de g(z). Por tanto, como f{z) es continua, es
integrable y estd también continua, y asimismo la funciéon que aparece

en el integrando de ®(x).
Las funciones singulares que se presentan, en esta cuestion de exis-

tencia, son
[flayde =0 vy [fa)de = f(x)

La primera da f(z) = O, funcion estudiada ya.
De la segunda ecuacion se deduce

flx) = flx), de solucion general flz) = e '

por tanto, para este tipo de funciones hay que examinar si se pueden
encontrar R-relacionadas con ellas. Habran de satisfacer la ecuacion

diferencial
Fla)&'(z) = F(2)G{x) + F(z)G'(x)
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T4 x4 T+ z+¢
e G(x) =e + Glz) + (e +d) G(z); G(x)-d + e cGlx) = O

{aez+e-b)

z+c z+-c
d;in Gg) = —e [d+ d;Ga)=c¢e

G'(x)/G(x) = —e

y asi hemos concluido: «Para cada funcién continua f(z) exisie una
fibra que es conjugada de la funciéns.

Unicidad de la fibra conjugada.—Como hemos dicho que a la funcion
f(x) = O le corresponde cada funcién del espacio, resulta que la fibra
de la funcion f(z) = O es todo el conjunto de funciones reales continuas,
o bien la reunion de todas las fibras.

Una fibra estd determinada por su funcién conjugada porque toda
funcion de la fibra estd dada en términos, de manera simple, de nuestra
funcién @(z), la cual contiene dos constantes arbitrarias (cada par
de constantes para cada funcién de la fibra) y la funcién conjugada
de la fibra, f(z), de modo que al asignarle valores a esos dos parametros
se obtienen todas y cada una de las funciones de la fibra, como se puede
apreciar en

f(x)
[ f@)dz
f@
Jfiz)dz

dz

Funciones conjugadas de la misma fibra.—Asi como a cada funciéon
le corresponde una sola fibra conjugada, la reciproca no es cierta, es
decir. cada fibra proviene de mas de una funcicn conjugada. Pues
podemos tomar primitiva de f(z) una funcion F(z) y entonces una
funcion fi(x) con primitiva F,(z) tal que su fibra conjugada coincida
con la fibra conjugada de f(z); considerando los tres subtipos de fibra
posibles I, II, III, para que se verifique

g(z) = g{x)

como figuran un factor exponencial y ®’(z), la cual en general no es de
tipo exponencial, se ha de tener

O(z) = By(x)

como esta ecuacion es entre primitivas, su funcion integrando es igual,
0 sea

f(@)/ [f(z)dz _ o) [hiz)de
fle) ff@)de — 1 f(@) [Hz)de—1

quitando denominadores se llega a

fl@)] [ flz)de = fi(z)] [ fi@)de
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¥y, por tanto,
djdz In F(z) = d{dz In F.{(z) ; In Flz) = In Fy(z) + Inc; F(z) = cF;(z)

en definitiva
F'(z) = cFyz) ; fle) = cfi2)

con lo cual la fibra no determina su funeion conjugada, univocamente,
sino a menos de una homotecia.

Incidencia de la fibra y la funcién conjugada.~—Veamos qué ocurre
cuando la funcion conjugada, f(z), de la fibra pertenece a ésta, es decir

(f@),f(z)) € R

Ya sabfamos, que las funciones autorrelacionadas son de la forma

general
fz) = a-ew

determinemos ahora las fibras de estas funciones

a-ex/ fa - erzdr a - e*x/tae*® 4 ac
®'(z) = = —
() ae’r| fa?,%dm —1 (ae*/}ae 4 ac)—1
ex[le?r 4 ¢ e¥x/}ex 4 ¢

= = = e2r/{e* — ¢
(e*x/}e2x + ¢) — 1 e« 3 —cfie*® L ¢

vy, por tanto,
O(z) = fezx/%ezx —c dz =In{}e* —c) + Inb = In b{}e* —c)

y para las fibras del subtipo I se tiene, pues,

9(2) = ®'(z)e 1) = [ora/pere —g) o BT O _

= [e2z/}e?r —c] b(3e* —c) = be®

para los otros dos subtipos de fibras sustituyendo analogamente, se
tiene
9(x) = be*=

y esta es la fibra conjugada de cada funcidn autorrelacionada f(z) = ae*®

Pero esta conclusion nos dice atin mas:

«Todas las funciones conjugadas de una funcién autorrelacionada,
por la relacién R, son funciones autorrelacionadas.»

En otras palabras:

«La familia de funciones autorrelacionadas, mediante R, constituyen
una fibra. .

La fibra de funciones autorrelacionadas, en cuanto espacio vectorial,
tiene dimension 1. En efecto, las funciones de la fibra, de la forma ae®s,
son vectores colineales del vector e2z,
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Punlos singulares.—Volvamos a los puntos singulares, recordando
que eran aquéllos, tales que verificaban

Flz) =0 o G{z) =0

pues la funcién @(x), por medio de la cual obteniamos las funciones
correspondientes, en la relaciéon funcional, presenta alli singularidades,
y por tanto, ninguna informacién nos suministra. Vayamos por otro
camino:

Sea z, un punto singular, es decir F(z,) = O o G(x,) == O; y sean los
demads valores de la funcién, en un entorno de #, no nulos, de modo que
en la ecuacion funcional sean soluciones todo x =¢ z, del enforno en

[H@g@)dz = [flz)dz - [g(z)dz

entonces llamando H{z) la primitiva (apropiada, claro es) del primer
miembro, por ser continuas las funciones F(z) , G{(z),H{z) se tiene

lim H(z) = lim (F(z) - G{z)) = lim F(z) - lim G{x)
T - Ty T — X T — X, T ~> T

H(mo) = F(zo) + G{zo)

verificando también la ecuacién los puntos singulares. Asi que las
dnicas singularidades que caben son las propias del producto, de la
forma O+ o
Finalmente, otras singularidades que caben en ®(z) son aquéllas,
tales que
f(@)/ [f()dz = 1, es decir F'(z) = F(z)

para algunos puntos. Llevando estos puntos a la ecuacion diferencial

asociada

(2)G'(z) = F/(2)G(z) + F(z)G(x)

de donde

F(z)G'(z) = F(z)G(z) + Flz)G(z) ; F@)Gx) = O
asi que como son

F(z) = 0 0 G(x) = O

no se trata esencialmente de singularidades distintas de las anterior-
mente consideradas.

Permutabilidad de la integracién de funciones con su cociente.—Todo
el andlisis de la permutabilidad de la integraciéon de funciones reales
continuas con su producto, asi como los resultados obtenidos, es valido
(mutatis mutandis) para la cuestion de la permutabilidad de la integra-
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cion de funciones reales continuas con su cociente, puesto que se
verifica

[ Ha)fg() de = [ fw)dz] [g(z)dz

si, y solo si
[Hzyde = [flz)jg(x)dz « [g(z)dn
y con la consideracion de las funciones g{z) , h(z) = f(z)/g(z) se reduce

el analisis de la cuestion al precedente, con la unmica restriccin de
excluir los puntos en los cuales g(z) = O.





