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SOBRFE UNA DISTRIBUCION DISCRETA

Por-

A. Gir Criapo

Es bien conocido que todo experimento aleatorio que da lugar 2
dos Unicos sucesos exclusivos, «xito» o «racaso», puede describiise
mediante una variable aleatoria §

1 si ocurre «éxito»
0 si ocurre «fracaso»

Si dicho experimento se repite en n pruebas independientes y
llamamos &r el valor de la variable correspondiente a la prueba r ésima,
la variable aleatoria v = &, + & - -+ < En (numero de éxitos en
las n pruebas) tiene como funcion de probabhilidad (f. p.):

Pov=r= (3 pra—, (r=01-n (1)
donde p representa la probabilidad de obtener «éxito» y ¢ = 1 — p.

La distribucion de la variable v o «distribucion binomialy de para-
metros (n,p), es sin duda una de las mds importantes en las aplicaciones
estadisticas y de hecho serd utilizada como base del preserte estudio {*).

Si dos observadores realizan por separado n pruebas del experimento
descrito anteriormente y llamados v y v/, respeclivamente, el nimero
de éxitos obtenidos es facil comprobar que la f. p. de la variable alea-
toria v — v viene dada por la expresion-

n—r
n n
Plv—Vv =7r) = Z pa+r gin—) —r ( ) ( ) (?2)
4 i) \i+r
i=0

(*) Para un estudio mas a fondo de la distribucidn binomial y otras cuestiones re-
lacionadas con ella, véase Métodos Matemdticos de Estadistica, de 11 Cramer, «Agui-
lar, S A.» Madiid, 1963
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para r=0,1,2,...,n , mientras que para los valores negativos de la
variable:

Plv— Vv = —r) = Plv—y =17r)
A continuacion demosiraremos la monotonia de la f. p. (2) en los
puntos r==0,1,2,. .,n (la monotonia en los puntos de abscisa entera

negativa se prueba de una manera totalmente andloga por la simetria
de la funcion).

Trorema I: 8i v y v son dos variables independientes que tienen
como f. p. la binomial de pardmetros (n,p), p <q enfonces;

Pv—v =r) < Plv—v =r—1) , (r=12,.,n

En efecto:
Pv—v =7r) —Pv—v =r—1) =
-~
n n
= 2 pa+r . q2(11~—1)—-r ( . ) —_—
i i+r
i=0
n—r-41
n n
— Z peitr—1 . g¥n—i—r41 ( ) . ( ) =
i r—1 i
i=op

n—r
- B (G (D) =o () =
t LT i+r—1

i=0
n—r
n n n n n
~_pzn..r—i-l.qr‘_—'l( ) )< ( ) ( )——'( )§<0
n—r-+1} \n Z L i+r i4r—7I1
i=o

para r = 1,2,...,n.

Hay que hacer notar la simetria de la f. p. (2) en los pardmetros p v ¢q,
de manera que la hipdtesis p <q no resta generalidad al teorema.

Puesto que la {. p. (2) alcanza su méaximo en r=o0, la distribucién
es simétrica y unimodal coincidiendo la moda con la media;

Elv—v]=E[vV—EV]=np—np=o0

Teniendo en cuenta la independencia de v y v’ se determina la
varianza;

E[lv —v]* = E[(v —np) — (v' — np)}* =
= E[v— np]* + E[v' — np]* — E[2(v — np)(v' — np)] =
= E[v— np)® + E{v — np]® — 2 E{v — np] + E[v' — np] = 2 npg
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Estamos interesados en estudiar la distribucién de la variable
aleatoria | v— v’ | porque, a pesar de guardar estrecha relaciéon con la
distribucién definida en (), presenta peculiaridades ciertamente
interesantes.

De lo anterior se deduce facilmente la f. p. de la variable | v — v/ |

n—rr
~ n n
a(r;mp) =Plv—v]=7r) =2 Z pritr - g, ( ) ( )
' i r--i

i=o
si r=12,.,n

n
n n
;n, = P — V] = = i . g2(n—i)
vy alo;mp)=P(v—v|=o0) Zptq (l)(l)
=0

4

si r=0 (3)

La funcién (3), como la (2), es monoétona creciente en los puntos
r=1,2,3,...,n, es decir afr+1) < a(r) ,r#0

Sin embargo, no siempre alcanza el valor maximo en r = o, depen-
diendo del valor p (probabilidad de obtener «éxito» en el experimento
aleatorio). Esta propiedad viene precisada en el siguiente:

TeorEMA 2: Sean v y v’ dos variables independienles distribuidas
segun la f. p. (1). Supuesio p <q , p # 0 se puede delerminar un inter-
valo {1/2 — ¢, 1/24-€] de valores de p y q lal que la funcion definida
en (3) tiene la moda en el punlo r=1, cualquiera que sea el valor del
pardamelro n.

En efecto:

Distinguiremos dos casos segun que n (numero de tiradas) sea par
o impar.

Caso I; ntmero de tiradas impar, 2n+1
Haciendo r=1 en (3)

2n
«(l;2n+1,p) = 2 p* gtn+t? (

2n-+1\ /2n+1
s (1)
P n n+1 (4)
2n-+1 2n--1
+ 2p2n+3qﬁn-l ( ) ( ) +
n-1 n-2




— 90 —

Ahora bien, teniendo en cuenta la hipotesis p <q

2n+1\2
a{0;2%+1,p) < 2 p°- ginte ) +
0

2n+4-1\2
+ 2 pr-gin : + (5)

2n-4-1\2
4+ 2 pn - ¢gint® ( )
n

Para que la desigualdad a (1 ;2n+1,p) > «(0;2n-+1, p) sea cierta,
basta con que:

af
2n++1 2n-4-1
2 pzk+1 . q4n—-2k—-1 ( ) ( )
k k41
. >1 para k=0,,.,n—1
2n+4-1\2
2 p2r . q4n-—~2k+2 ( )
k
es decir
pr(@n+1—E) K p 2n+1—k p n+2
= —— . > — >1 Si
q{2n — KM (R+1)1 q k41 q n
p n
— > = (6)
q n+2

b/ la diferencia entre el sumando (n-+-1)—ésmmo de (4) y el su-
mando (n+1)—ésimo de (5)

2n+1

2n 4-1\2
2 (p‘zn . q2n+2_<p2n+1 . q2n+1) . ( + )

2
) = 2p”"-q2"+‘(q——p)'(
n

n

se pueda hacer menor o igual al sumando (n42)—~ésimo de (4), esto es

(Qn—{—l)2
2 p*n - gin+t{g—p) n

Q pin+? . gin—i (2n+1) (2n+1)
n+1 n+42

<1

( q )* q—p n+2

p p n
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si se cumple la condicion

p\* n+2 q—p
o)
| q n P
Multiplicando las desigualdades {6) v (7)
( p )3 qg—Dp .
—1 > (&)
q p

condicién suficiente que ha de cumplir el pardmetro p para que la
distribucion (3) tenga la moda en r=1.

La desigualdad (8) es evidente en el caso particular p=¢=1/2, sin
embargo, deja de ser cierta cuando p < 1/3 porque entonces

g—p
p

= 1/p —2 > 1 mientras que (p/g)® < 1.

De lo cual ge deduce la posibilidad de determinar un segmento
I =[12—e,1/2 4 ¢] talquesip,g € I la distribucion (3) tiene la
moda en r=1. Para ello basta llamar p=12 —¢ y ¢=1R+4¢c vy
sustituir en (8)
(1/2 — )t > 2 (12 + €)3
Resolviendo la ecuacién
(1R —e)t =2 e (1/2 + €)°
— 1716 4+ 3/4 ¢ + D e® + et = U

se encuentra como unica solucion aceptable ¢ =~ 0,079 (*)
Por consiguiente, el intervalo de valores de p y g es

I = {0,421, 0.579]
v el teorema estd demostrado.
(*) Se han determinado, con suficiente precisién, todas las raices de la ecuacion
utilizando una rutina del Centro de Cdlculo Electrénico de Madrid (C. S. 1. C.). El resto

del polinomio, cuando se sustituye en 41 el valor aproximado de la rafz, es menor
que 25.10—7,
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Caso 1I:

Seguiremos un procedimiento total
el Caso I

Numero de tiradas par, 2

a(l;2n.p) = 2 pt ¢rn*
+ 2 p3 gin—?
+ 2 pzn—-l . q‘zn+l

,IN 2 p2n+1 q2n—-1

Por la hipotesis del teorema:

«(0;2n,p) < 2 p° g
+ 2 p*gin?
2n+2

+ 2 pZn-—-—2 .

+ - gin

(
("
|
L

Se consigue hacer
diciones siguientes:

afl ; 2n,

n

mente analogo al empleado en

2n 2n
)
0 i
2n 2n
()
1 2
n . ',Zn.
) )
n—1 n
4/
2n n )
J (o)
n n+1l
n 2n
) (ra) *
n+1 n--2
2;1 ........ 2n ......
R
2n,
) n
0
2n
) +
5/
2n 1
) n
n—1
2n )

p) > «(0 ; 2n , p) mediante las dos con-

a’/ Si cada uno de los n primeros sumandos de {4’) es mayor o

.

igual a su correspondiente en (5%
2n ) (
k

2n

Q pk+1 - gin—th.t ( k-1

|

>1

2 ptk -

qﬂn_ﬂk

para k=01 ,n—1
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es decir
p @n—k)! k! p 2n —k p n-l
—— [ R S —— 3 > l
q (2n—Ek—1)1{k+1}! q k+1 q n
p n
Si — (6
q n+1

b’/ Siel sumando (n+41)—~ésimo de (4') es mayor o igual al sumando
(n+1)—-6simo de (5)

2n 2w
2 p2n+1 . q2n-—-1 ( .
n+1 n 2p nl n!
n + gon ( 2 ) T ¢ (=Dt
p . q 0
n
p 2n
R > 1
q n+1
D n4-1
Si — >
q 2n (7"}

Multiplicando miembro a miembro las desigualdades (6°) y (7°) se
obtiene

p\?
(——) > 1/2 (89
q
El intervalo I'= [1/2 — ¢, 1/2 + ¢’] se determina llamando

p=1/2 —¢,qg=1/2 4 ¢ v sustituyendo en la desigualdad anterior
2(1/2 — &)t = (12 4+ &)

cuya unica solucién aceptable es &’ = 0,085 <y por consiguiente el
intervalo de valores de p,q en el Caso II es

I’ = [0.415, 0.585]

Obsérvese que I’ D 1, sin embargo, el teorema es cierto en ambos
casos para el intervalo I.
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Momenlos de la distribucién (3)

La funcién generatriz de momentos

n n\e
p(f) = E[elr] = E pr - g ( ) +
14

i=0

n—1

n n o
reo B (1))
i i+ 1

i=o0

n—2
n n
B ({1
- i i 4+2
i=0

n n
+26n!.pn-qn( )( )
(] n

permite determinar todos los momenfos de la distribucién:

dii) (1) |
% = e |
!

i dn

(i =12, ..)
t=o0

No obstante, puesto que las expresiones que se derivan de aqui son
excesivamente complicadas, nos limitaremos a construir intervalos que

euncierren a los dos valores tipicos: media y desviacién standard.
Pero antes demostraremos la siguiente propiedad:

TeoreEMA 3: El primer momenlo absoluto, respecto de la media,
de la distribucién binomial (1) viene dado por

Efly—npi]l = Qp.(n)py--qn*ﬂ-%l
®

donde p. es el primer enlero que sigue an.p ,esdecirn-p <u <n-p + 1

En efeecto:

n
Por definicion E [{v —np|] = 2 Z { k — np) (lc ) - pkgn—k
k> np
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expresién que se puede descomponer

n
E[!V“—np‘]=22(k-—kp—~np-l—kp)(k)-pk-qn~k=
k> np
n
=QZ(kq~(n—k)p)(k)-p'f’qﬂ“k=
k> np
n n
=24 Zk( )P"'(I""‘~Z(n——lf)( )pk+1qn-k—1€ =
k k
k> np k> np
n n
3211>U-( ) s piogn Z(h‘—}—l)( )pk+1~q""(k+1)——
i k41
k> np
n
_Z(H_k)(l) - pk+2 . gn—(k+1) ( =
¢
k> np ﬂ
n n
= 2q§u( )p“'q""” + Zp’f+‘-q"_(k+‘>[( )-(n——k) —
[ k
k> np

(o]l

n
=Rqup pk - gn—t
@

donde p esenteroytalque np <pu <np +1

Esta propiedad junto con las de la funcion «esperanza matematica»
permiten obtener expresiones comodas de los intervalos a que haciamos
relacién anteriormente.

Para la media de la distribucién (3):

0 KE[v—v{]=E[y—np—v +npl] <

< Ef{jpp—npl] + E[}v —np]] =

n
®

n
es decir 0<a1<2q-p,( )pp..qn-—p.
2
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siendo p enteroy np <u <np +1
para el cuadrado de la desviacion standard:
0 <6 =o0p—uoy =E[lv— ] —oa%, =
=E[v]+ EWM]—2E[N-E[]—a. =
= 2 (npq + n*p*) —2n*p®— o’ =

I

2 npg — a*

n 2
o bien 2 npg — 16 p? pt . g2 (n—H) < o < 2 npq
® q

1

Este tipo de distribuciones se presenta siempre que se trata de
comparar dos variables binomiales: Pensemos, por ejemplo, en dos
piezas de artilleria que tienen una dotacién diaria de n proyectiles
cada una. Supuesto que ambas tienen la misma probabilidad p de hacer
blanco en un disparo, se podria estudiar la discrepancia entre el niimero
de impactos diarios de la primera pieza y el nimero de impactos diarics
de la segunda.

Otro ejemplo: si dos jugadores disponen de n monedas cada uno
y convienen en sacar al azar v y v, respectivamente, ganando aquel
que acierte el namero jv — '], esta claro que interesa jugar al «l».





