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SOLUCIONES MATRICIALES DEL SISTEMA

d*X
=AX+5b
dt? +

Por

RaMON FERNANDEZ ALVAREZ-ESTRADA

INTRODUCCION

En esta nota aplicaremos el calculo matricial a la resolucion del
sistema diferencial lineal

dx

— =Bx+b (1]

siendo x, b vectores columna cuyas g componentes son funciones reales
de la variable real ; b se supone conocido, pero no x; B es una matriz
de orden ¢, cuyas componentes son constantes reales conocidas. Previa-
mente, introduciremos el concepto de raiz de una matriz, que luego
utilizaremos. En los conceptos fundamentales sobre matrices y sis-
temas diferenciales lineales, y en algunos cdédlculos muy habituales
efectuados con ellos, seguiremos A. Dou [1].

I. RAicES DE MATRICES

Sea A una matriz de orden n, cuyos elernentos son numeros complejos.
Una matriz de orden n, con elementos complejos, representada por
Allm ge dird raiz m-ésima de A si se cumple

(AYm)m = Aifm . Ailm _ Allm — A

Teorema.—3i A es no singular (det A+O), posee al menos una raiz
m-ésima, para todo entero positivo m.

Por brevedad, no daremos la demostracion, que sigue los mismos
cauces que las dadas en [1] para la exponencial y el logaritmo de una
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matriz, y simplemente daremos la forma de construir algunas ma-
trices Atlim,
Sea J la forma de Jordédn de A; se tiene:

A = PJP—!

P—1 es la matriz inversa de P. Sobre el calculo de P y J pueden
verse {1] vy {2]. J tiene la forma

K,
K.

K,

siendo K; = mlj + Lj i = 1,2,....r; r<n; los restantes elementos
de J son nulos y no se escriben; i, es un autovalor de A(h <nj); Ij esla
matriz unidad de orden j; L;j, de orden j, tiene la forma:

010....0
001 .,,..0
000....0 [
Li= § ...couenns 3)
! 000 .. 1
000....0
Se tiene: .
(Lj)i = O [4]
Para cada h puede varios valores de j. Ademas, iy 3% O.
Una raiz m-ésima de A es
Aljm = PJym pP-—1
siendo
H,
2
Jllm =
H,
con
1[m L] l/m L] 2 l/m Lj 11
s e (72 (D o ()
1 Ah 2 An i~ 1\ an
siendo
m \) (Ym)(Hm — 1) Hm —2) .. (Ym—S + 1)
5 ) S|

S=12,....,j—1



Corolarios
1) Si u es un numero complejo:
(uA)tim = utim Atim
2)
det{Aljm) == (detA)}/m £ 0
3) Si las matrices A y B son hermiticas y conmutan (siendo
singulares o no):
(A« B)Ym = (B + A)t/m = Allm - Blim = Bl/im . At/m
4) {At/m)ljp = (Al/p)tim = Allm-p

5) Si A es diagonalizable, singular o ro, puesto que

M
A

Ar
entonces

Niim
At/m

Jiim =

T aptm

6) Las matrices singulares pueden iener o no raices de un orden

dado. Asi,
01
*={a)
00

carece de raices cuadradas, como puede probarse facilmente.

7) Puesto que en H; figura Apl/m, y como Ah posee m raices
complejas diferentes, podemos tener m matrices Hi distintas.

Asi, si m = 2 y si an, Bn son las dos raices cuadradas de ip, habra

dos posibles H;:
]'___1
e\ (L\s
o= [+ B )GV
s/ \Mn [6]

s=1
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j___.l
1\ /L
H”‘“[J’*Z(i)(;‘é)s] 7]

s=1
Noétese que
Hy +Hy =0
pues
ap + Bh =0

Las matrices Hy, Hy;, pueden combinarse de varlas mancras para
formar las matrices J: con lo que resultan varias matrices A'l.
Asi, enire otras posibilidades, tenemos

Hll
H21
A =P . P—! = PJ,'s P—1

" Hpy
le

Ho,
Ajh = P i p—1

f

PJ,l» P—1

HY‘E
Notese que
Al + A =0 , Jik 4 J)e =0
II. APLICACION A SISTEMAS HOMOGENEOQS
Pasemos a resclver (1), suponiéndolo homogéneo.

d*X

— = B X (8]

donde B es cualquiera. Su forma de Jordan, S, sera del tipo

. L,
J
siendo J una submatiiz de orden n como la reprecentada en (2); J es no

singular y corresponde a todos los aulovalores de B diferentes de
cero; L, Lg,..., L, son las diversas submatrices correspondientes al
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autovalor cero de B, y son anslogas a las (3); «,B,....v pueden ser
iguales o no. Se tiene

B=PSP
y por tanto:
d*X
— = PSP X
di?
de donde:
d3(P—1X)
— = S - (P X)
di?

pues P no depende de {. Si hacemos

Y=P1'X
resulta
d*y
— =8Y [91
dit
El vector Y posee g componentes. Sus primeras o -+ B4+ ...+
componentes estan relacionadas entre si y con las submatrices Ly,
LB""’ Ly, pero no lo estdn con la submatriz J ni con las demdés

componentes de Y. Si e« + B +...+v= L

diy, Lo Y

LB .
diz

d*yi " i ul

d2Y di "
= = . Yi+: =8-Y

di? d¥+ . .
di?
d*yq

\ L, )

diz J Yq

Efectuado el producto de S por Y resultan dos sistemas diferen-
ciales independientes, que pueden escribirse separadamente asi:

._dl Ly Y N
di® Lg
. = . [10]
dﬁ.yz . .
di Ly yi
Yi4,
d*Z :
=JZ,Z = . (11]
d

Yq
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El sistema (10) se puede integrar directamente, gracias a la sencilla

estructura de las matrices Ly, Lg,... Ly. Su integral general es, como
facilmente se comprueba:

R My Gy Ny, Crtq
. Mg . Ng .

1}1 ' M, dl ’ N, C.zz

siendo Mg, N, dos submatrices de orden «, correspondientes a Lg

t2a-—‘1 ia“—z ta
(2a—1)! Qe—2)1 T al
Mo = fra? tra o ;
(2a—3)! (u—a)t T (0—2)1
s e .
to—t o ? 72
.......... — 11
(e—1)! (0—2)1 2!
o o
.......... 100
Ne = (e—3) (a—4)!
jo—8 jor—o
.......... 000
(a—B)! (a—6)!
R i voo

Andlogas expresiones para Mg,, NB“ o My, Ny; 6. L . CayCldy,. . .Ca50n
2l constantes de integracion.

Pasemos a integrar el sistema (11). Buscaremos como solucién
un vector del tipo:
Z = exp(t-Q)-a [12]

siendo Q cierta mafriz constante de orden ¢ — I = n; exp(f{ Q) es otra
matriz de orden n; a es un vector columna con n constante.
Se tendra:

d*Z

E:=Qz-exp(tg)a=Jz=J-exp(tQ)~a

(sobre la derivacién de exponenciales de matrices, véase [1]). Es evidente
que si hacemos

0 =13

el vector (1) ser4, en efecto, solucion de (11).



Asi, tomamos

"Hp

estando Hi, dadas por (6) , y calcularemos directamente exp(f + J,4).
Teniendo en cuenta

(ARACEEN(A A
exp(i Jh) = In 4 t JMe - + +...
2! 3!

y la forma de J,'s , y utilizando el producto particionado de J,: por
si miema varias veces, resulta:

exp(l Hy,)
exp(t Hy,)
exp(t Jphk) = .

exp(t Hpy)
Calculemos ahora cxp(f Hy). Teniendo en cuenta que I, conmuta
L] 8§ L] 8
con (— , ¥ que las {—] conmutan entre si, resulta:
A A

1/2 L] 1/2 L] 2
exp(f Hy) = exp(lanl;) - expl tap — | - exp| ton — e
1/ A 2 A
1/2 L] i
..... exp[ioch( ) (-—) ]
J—1 A

(operaciones parecidas se veran en [1]).
Por simplificar, mtroducimos el monomio.

Yy 1
nty. = t’och( )
s Ahs

El segundo subindice, 1, va en correspondencia con la raiz ah de nh.
Puesto que

exp(t an 1)) = exp(ian) - I,
resulta:

exp(iHz) = exp(lan) - I; - 6Xp(nny L) - exp(nng, L2). .. exp(nn—, L)

Teniendo en cuenta (4)



resulta
(Nhpis Lys)? (nhys L)Y
exp(nms LjS) = 1j 4+ nps LyS o+ ——— + .. ... 4 ——— {13]
21 ¥!
stendo

vrs <)<y s

Multiplicando entre si los j — 1 términos (13), teniendo en cuenta (4),
obtenemos:

u=j—1
exp(t Hy) = exp(iut) [If + Z

Raqu () L]u]
U=

siendo Rpuu () ciertos polinomios en [, de grado u. Los primeros, en
funcién de las nps son:

Rry = nan
npn
Bh = + Nhye
21
npdyy
Rps = + Nhy Mg+ Nigs
3!
nety nh?y s
Rps = + s Mhyy + Nhy Ny + 4 Mhy,
41 21
nRbu np?y Nh%y nh?y,
Rpys = + Nhys + s Npys -+ Nhy + ngaf +
51 3! 21
4+ Nhy * Nhys -+ Nhas
R, nptyg npdy np?y Ny
Rus = Npie + T Nhyg + + npg ) +
61 4! 3! 21 21
nhds, N%hys
+ nau(Nhelthes 4 Phys) + Nhyg - Mg + + Nhs

Notese que para hallar cada Rpu se descompone u en todas las
posibles sumas de enteros positivos. Cada suma da lugar a un producto
de monomios nps de los que forman Rpu. Asi, si u = 4, la descom-
posicién 4 =1 4+ 1 4 2 da lugar al término:

Mhyy * Nhy Nhya

(1 + 1) 1
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Igual se procede con u = 7,8,9,,., Para expresar Bp, en funcion
de t s6lo es preciso sustituir los monomios np;s por sus valores.

Ry =
2ahn
12 onl
Rhlz = -
8)\}1 833]12
i3 2 ot
Rpys = — -+ etc.
48mp8 1622 1623

La forma explicita de exp(f H,) es:

exp(fer) exp(ian) * Rayy  exp(lan)Ban  exp(ion) Buy—

exp(lon) exp(ian)Ray  explion)Ray—
exp{lun) exp(ian)Rhyy—s
exp(t Hy) =
exp(fon) Ry
exp(fan)

Asi queda calculada exp(i J,'f2).
Ahora podcmos tomar

H12
Q = J,): =

estando H,, dadas en (J).
Asi obtenemos otra matriz exp. (I J;'/e) que nos dara lugar a otras

soluciones.
Introduciendo
Yoy 1
Thes == 1 Bh(
s Ans

hallaremos otros polinomios Rp,y, 1gual que antes.
El calculo de exp(t J,'/2) es totalmente andlogo. La solucién general

del sistema (11) es:
Z = exp(t Jih) a; 4 exp(l J,'2) a,

.

a; an+,

an Q2n
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a,... @pn son constantes de integracion. Ninguno de los vectores
exp(t J,'h) a, estd contenido en los exp(tJ,'s) a, ni reciprocamente,
pues en los primeros aparecen exp(ant) v en los segundos exp(Bat),
siendo

an = -— Bp

con lo cual es imposible una dependencia lineal entre ellos; eligiendo
adecuadamente a,, a, pueden obtenerse 2n vectores Z linealmente
mdependientes entre si, soluciones del sistema (11).

Conocidas las soluciones generales de los sistemas (10) y (11), puede
escribirse la soluciéon general de (9):

731 Mg €y
. Mg .
. M, cr
yl exp(tHy)
Y = == a; +
Ui+t exp(tH,) .
Yq exp(tHry) an
Ng clyy
NB .
N, .
Cal
+ exp(tH;,) [14]
exp(iH,,) ant,
exp{ity,) Qan

La solucion general del sistema (8) es:
X =Py
Corolarios
1} Si: B fuese una matriz no - singular, siendo
B=PJP
la integral general sera:
x = P exp(fJ,'2) a, + P exp(iJ,'s) a,

2) La resolucién del sistema (8) se reduce a encontrar la forma
de Jorddn de B v a calcular la matriz P. Para esto, véase {17, [2].

3)  El metodo expuesto es aplicable a sistemas del tipo

dmX

= BX
dim

s1 se consideran raices m - 6simas en vez de raices cuadradas, si bien
las férmulas finales son méas complicadas.
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4) Si en (8) B, singular o no, es diagonalizable, siendo su forma
de Jordan (5), la integral general es:
X = Pexp(iJ ) a, + P exp(ld,tfs) a,
siendo

exp(lay)
exp{la,)

exp(t J;'1s)

I

.exp(tar)

exp(ip,)
exp(ip.)

exp(t Jy') =

“expl(1Br)

5) Las matrices exp(t J;ih), exp(l Jy'e) son siempre no singulares;
la matriz
M,
Mg
es, en general. no singular;
MV

entonces la primera matriz en (14) es no singular; en cambio, la matriz

NOL
Neg
NV
en general, sera singular, y lo mismo ocurrird con la segunda matriz
en (14).

6) El método expuesto no es aplicable, en general, al sistema

d*X dX
+D—— 4+ EX =0 {15]

di® di

siendo D, E dos matrices de coeficientes constantes.
8i se cumple
DE = ED [16]
e5 posible reducir (15) a un sistema del tipo (8).
En efecto, haciendo el eambio de variable funcional:

t
X == exp(——~——D) -V
2
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se obtiene:

d*v Dz
=(~——E)V
di2 4

7) Los sistemas homogéneos con matriz B simétrica aparecen
en la teoria de las pequenas vibraciones en torno a un punto P de equi-
librio estable. Si en un entorno de P la energia cinética T y la energia
potencial V estan representadas por

n dﬁl d$] n
T:——-Z Ty —: V=2 vy X, X,
1 =, di dt 1j =,

siendo X, las coordenadas generalizadas y
dxi

dt

las velocidades generalizadas, al aplicar el principio de minima accidén
a este sistema mecanico se llega a que sus ecuaciones de Lagrange
forman el sistema:

d*X
= B X
di?
Iy
Ly
con X = , B=—T—1.V
Zn
siendo
Tll TIZ- . -Tln Vll VIZ- . -Vln
- (Tn Ta. T) Cove (vm Vil -Vzn)
Tl’ll Tnz. . .Tnn Vl‘ll Vnz- » .Vnn

Como T y V son simétricas, B también lo es.

Un sistema analogo (con B simétrica) aparece en la teoria de redes
de circuitos acoplados con mmductancias y capacidades, sin resistencias
pasivas. La solucion de este sistema viene dada en el corolario 4).

I111. SISTEMAS NO HOMOGENEOS

Pasemos a resolver (1); las componentes de b se suponen funciones
continuas de 1; supondremos que B es singular, como en II.

P—t=PS P!
Yy
La solucion general de (1) es suma de una solucién particular suya
y de la solucién general en el caso b = o, que ya conocemos.
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A continuacién hallaremos una solucién particular de (1), que
es lo tnico que falta.
Procediendo como en II, hacemos el cambio de X por Y, y llegamos a

a2y
—— =8Y + ¢ [17]
di?
siendo
g=P1h
Operando como en II, se llega a dos sistemas separados:
d2y1 L“ yl gl(z)
LB . .
di?
= + [18]
d2yr
di? L, yi ait)
i+ gl‘l‘l(t)
d¥Z . .
— =JZ+hZ={ . h=| . [19]
di2 ) .
Yg 9q(l)

Una solucién particular de (18) se halla facilmente, debido a la
forma sencilla de las matrices L y es

A ol 4 @S:_f:a) +ol ) L + ¢l
Ja_, ‘Pg) + (ch‘lll + (szz

Yo, ('Pg) +tx(j_)1

Ya (PE:)
Yivy, ‘szv) + @52—2) + (Pg_zi):ﬂ Tt (Pgi)v—h
Vi, CPEG) + (ngl+ ‘Pﬁi),,

yl—..1 <P§‘) + @gj}l

] (PEB)
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siendo cp§.h) una funcion de #:

(k) 1 i . .
= (t— =1 g, (z)d: Ph) (&
A fto @)= ga)dz + P ()

] = 1’2;- o
h, entero positivo par

fo es arbitrario; P(h) ({) es un polinomio arbitrario en ¢, de grado & — 1.
que puede suponerse nulo si se quiere.
Pasemos ahora a (19). Busquémosle una solueién particular del tipo:
Z = exp(tJjh) a, (1) + exp(tJ.lle) a, (§) [20]
siendo a, ({), a,(f) dos vectores columnas a determinar. Les impon-
dremos la condicién

da, da,
+ exp(t J,'k)

exp(t J ')

i
]

: [21]

Imponiendo a (20) el que sea solucién de (19) v simplificando,
resulta:

da, da,
+ Jge exp(t Jy'h)

J;1/ exp(t J,'h) = h 2]

Calculos andlogos a éste y al que sigue pueden verse en [1].
Resolviendo (21) y (22) respecto a

da, da,
y
dt di
obtenemos:
da, 1
= — exp{{J}fe) - (J'e)~1 - h
di 2
da, 1
= — exp(tJ'h) - (I3} -
dt P2
Por tanto,

1 t
Z = —exp(iJ,'h) - f exp(xdatre) - (J%)1 h (x)dz +
2 1,

1 1
4+ — exp(t Jyp) / exp(z J,'e) - (Je)—2 h (z)dx
2 i,

fo es un punto arbitrario.
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Asi, ya se conocen las ¢ componentes de un vector Yo, solucion
particular de (17). Una solucion particular de (1) sera

X, = PY,

con lo que queda resuelto completamenle (1).
Corolario.—Si B es no singular, siendo (2) su forma de Jordan,
la solucién general de (1) es

1 {
= ~2——- P exp(#{J':) - /lexp(x ey - (I 1) P bx)dw -+

0

1 t
+ — P exp(l Jy'k) f exp(x Jq'f2) « (Jey—* P—1 b (x)dx +
2

0

+ Pexp(lJt) a, 4+ P exp(tJyih) a,

Agradecemos al Piofesor Sr. A. Dou la ayuda y direccion que nos
ha prestado en la composicién de esta nota.
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