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SOLUCAO DFE X:—Y2=2* EM INTEIROS

Por-

JaymMe MacHapo Carposo

Lema 1. Todo inteiro multiplo de 4 pode ser expresso como soma
de dois impares consecutivos.

Demonsiragdo. Trivial, pois 4z = Rz — 1) + (%2 + 1).

Lema 2. Todo impar pode ser expresso como diferenca dos qua-
drados de dois inteiros consecutivos.

Demonstrag¢do. Imediata, pois

x—1=0"—(z—1)2%

Lema 3. A equagfo z® = 2y nfo tem solugdo inteira para y impar.

Demonstragdo. Se z é par, * é multiplo de 8 e, portanto, y é par.
Se z & impar, 2 é, também, impar e nfio é possivel que se tenha 2® = %y

Coroldrio. Nenhum cubo de inteiro é dobro de impar.

Proposigdo 1. Se z® pode ser expresso como produto de impares
28 = (2p — 1) (R¢ — 1), entdo

2=(p+qg—1)—(p—q*
Demonstragdo. Se z® = {2p — 1) (2¢ — 1), podemos escrever
2 =2p—1)+(2p—1) + ... 4+ (2p—1),
onde a soma tem 2¢ — 1 parcelas. Aumentando a i-8sima,
i=1,2,..{2q¢— 1), parcela com 2{q — i),

{eremos

2=[Rp+g—1)—1+[Rp +97—2)—1]+
+ .+ Rp—g—1)—1).

Pelo Lema 2,

Ap+q¢g—i) —1=(p +q¢—it—(p +qg—i—1)2
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Ent#o, 73 poderd ser expresso por uma soma de 2¢ — 1 diferencgas
de quadrados de inteiros consecutivos, tais que o minuendo de cada
parcela é igual ao subtraendo da parcela que a precede. Assim,

2=(p+g—172—(p—0q)? c.q.d.
Proposigdo 2. Se z® pode ser expresso como produto de dois pares,
28 = (2p) (2¢g), entdo
22 =(p + ¢ —I{p—q*
Demonstracdo. Se z® = (2p) (2q), podemos escrever
22 =2p +2p + ... + 2p,

onde a soma tem 2¢ parcelas.
Aumentando a i-ésima, i = 1, 2, ..., 2¢, parcela com 2(¢ —1i) + 1,
resulta para expressdo de z*®

2=[Rp+q—11+Rp+¢—1)—1]+ ... +[2p—¢ + 1],

onde cada parcela é impar. Pelo Lema 2. a i-ésima parcela pode ser
escrita

2Ap+qg—i+1)—1={p+qg—i+1)2—(p+qg—i>

Portanto, z® é soma de 2q diferencas de quadrados de inteires con-
secutivos, tais que o minuendo de cada parcela é igual ao subtraende
da parcela que a precede. Assim,

2= (p+qt—(p—q?* , cqgd

Observagdo. N&o ha outras possibilidades além das indicadas nas
proposicdes 1 e 2, pois a z° = (2p) (2¢ — 1) nfo corresponde nenhuma
solugdo. Realmente, conforme [1] o niimero de solugbes de 22 — y? = z3
é o daobro da diferenga entre o numero de divisores pares e impaies
de z%. Assim, as proposicdes 1 e 2 esgotam todas as possibilidades.
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