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SOLUCAO DE X2 - Y2 = Z3 EM INTEIROS

Por-

JAYMF. MACHADO CARDOSO

Lema 1. Todo inteiro múltiplo de 4 pode ser expresso como soma
de dois impares consecutivos.

Demonstracüo. Trivial, poís 4x = (2x - 1) + (2a.: + 1).
Lema 2. Todo impar pode ser expresso como díferenea dos qua­

drados de dois inteíros consecutivos.
Demonsirac/io. Imediata, pois

2x - l = x 2 - (x - 1)2.

Lema 3. A equacño x" = 2y nao tem solueao inteira para y impar.
Demonstractio, Se x é par, x" é múltiplo de 8 e, portanto, y é par.

Se x é impar, x" é, também, impar e nao é possível que se tenha x" = 2y
Corolário, Nenhum cubo de inteiro é dobro de impar.
Proposictio 1. Se z" pode ser expresso como produto de impares

z" = (2p -1) (2q - 1), entño

z" = (p + q - 1)" _ (p _ q)2.

Demonetroetio, Se z" = (2p - 1) (2q - 1), podemos escrever

Z3 = (2p - 1) + (2p -1) + oo. -t (2p - 1),

onde a soma tem 2q - 1 parcelas. Aumentando a i-ésima,

i = 1,2, ... (2q - 1), parcela com 2(q - i),

teremos

z" = [2(p + q - 1) - 1] + [2(p + q - 2) - 1] +
+ ... + [2(p - q - 1) - 1].

Pelo Lema 2,

2(p + q-i) -1 = (p + q_i)2_(p + q-i-l)2.
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Entño, Z3 poderá ser expresso por urna soma de 2q - 1 diterencas
de quadrados de inteiros consecutivo'>, tais que o minuendo de cada
parcela é igual ao subtraendo da parcela que a precede. Assim,

Z3 = (p + q -_1)2 _(p _q)2 c.q.d.

Proposicáo 2. Se Z3 pode ser expresso como produto de dois pares,
Z3 = (Zp) (Zq), entño

Z3 = tp + q)2_{p _ q)2.

Demonstracño. Se Z3 = (2p) (2q), podemos escrever

Z3 = 2p + 2p + ... + 2p,

onde a SOma tem 2q parcelas.
Aumentando a z-ésima, i = 1, 2, ... , Zq, parcela com 2(q - i) + 1,

resulta para expressño de Z3

Z' = [Z(p + q) - 1] + [2(p + q - 1) - 1] + ... + [Z(p - q) + 1],

onde cada parcela é impar. Pelo Lema Z. a r-ésíma parcela podo ser
escrita

2(p + q-i + 1) -1 = (p + q-i + 1)2_(p + q_i)2.

Portanto, Z3 é soma do Zq diferengas de quadrados de inteiros con­
secutivos, taís que o minuendo de cada parcela é igual ao subtraendo
da parcela que a precede. Assim,

Z3=(p+q)2_(p_q)2, c.q.d,

Obseroacüo. Nao há outras possibilidades além das indicadas nas
proposicñes 1 e Z. pois 3 Z3 = (2p) (Zq - U nao corresponde nenhuma
solucño, Realmente, conforme [1] o número de solucóes de x 2 - y2 = Z3
é o dobro da diferenca entre o número de divisores pares e impar es
de Z3. Assim, as proposícóes 1 e '2 esgotam todas as possibilidades.
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