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UNA CARACTERIZACION DE TAUTOLOGIAS
EN EL CALCULO PROPOSICIONAL CON TRES
VALORES

Por F. M. Siocon

Alan Rose [2] proporciondé una caracterizacion tedrica en términos
de lattices del caleulo proposicional con tres valores asoeiando una
proposicién p por un par (A, B) de elementos de una algebra Booleana
de subconjuntos A y B, con A contenida en B. El conjunto A esta aqui
interpretado como el subconjunto del universo para el cual la propo-
sicién p es cierta y B el subconjunto para la cual la proposicién no es
falsa; esto es, para el cual es o cierto o tiene el tercer valor.

En este articulo ofreceremos otra descripcién teérica en términos
de conjuntos de proposiciones en el mismo cdlculo donde una propo-
sicidn p estard asociada por una particién [p,, p,, ps] del universo, U.
Esto es, si 4+ denota la operacién unién y yuxtaposicién denota inter-
seccion, entonces pPopy = PP =Pr1Ps =& Y Po + Ppr +p: = U. El
subconjunto pi serd entonces interpretado como la porciéon de U donde
la proposicion p toma el valor i (i = 0, 1, 2). Si 0 es el valor designado,
esto es cierlo, entonees las proposiciones verdaderas estaran represen-
tadas por [U, @, ). Creemos que esta interpretacion es mdas directa
y méas natural. Como mostraremos en un articulo posterior, la idea
completa es aplicable a cualquier cdleulo proposicional en el que inter-
vengan muchos valores.

Para poder demostrar que todas las tautologias del calculo propo-~
sicional de tres vslores se caracterizan por la particién [U, @, ] es
suficiente adoptar cualquier formulacién que sea completa, débil y
funcionalmente, y después mostrar que sus axiomas y las consecuencias
de éstos a través de las reglas de inferencia son todas representables
por la particién [U, ¢, @]. Se dice que una teoria es complela débilmente
si sus tautologias son demostrables de sus axiomas por el uso de reglas
de inferencia. La teoria es completa fueriemente si todas las férmulas
resultan demostrables cuando cualquier f6rmula no demostrable estd
agregada a sus axiomas. Emil L. Post {1] ha probado que estas dos



formas de completamiento son equivalentes en cualquier céleulo pro-
posicional que sea completo funcionalmenie en el sentido de que sus
funciones primitivas generan por composicion todas las demdés funcio-
nes de un nimero finito de variables.

Consideraremos que la axiomatizacion estd constituida por las
reglas de inferencia, substitucibn y modus ponens, y los siguientes
axiomas:

W,. CpCqp

W,. CCpgCCqrCpr
W,. CCCpNppp
W;. CCNgNpCpg
W;. CTpNTp

W,. CNTpTp

Los axiomas W; — W, son precisamente aquéllos de M. Wajsberg [4].
Estos axiomas forman un sistema completo débilmente, pero no com-
pleto fuertemente. Sin embargo, afiadiendo la funcién proposicional T
vy los axiomas adicionales Wy y Wy, J. Slupecki [3] demostré que el sis-
tema se vuelve completo funcionalmente y de aqui completo fuerte-
mente, Las tablas de valores de T (la funcién T de Slupeckij, C (im-
plicacion) y N (negacion), con 0 como el valor designado, son dados por

G 0 1 2 N T

Por convencién escribiremos p = [p,, p1, p.] siempre que una pro-
posicién p esté asociada con una particién [p,, p;, p.]. A continuacién
se presentan las particiones asociadas con cada una de las tres funeio-
nes primitivas:

Cpg = [podo + P19 + P:fs + Pos Poda + P1Ges Doal
Np =[ps Py, Pl
Tp =[@, U, g1

Las funciones A (disjuncién), K (conjuncién) de E. L. Post [2] se deflnen
en términos de estas tres funciones citadas como sigue:

Kpg = NCCNpNgNg
Apg = CCpgqq.



Consecuentemente, las particiones correspondientes pueden derivarse
también en términos de aquellas Cpg, Np y Tp.
Por ejemplo, puesto que

Np =[ps, Py, Pol ¥ Ng =10, q1; Q]

entonces
CNpNg = [p:gs + P19s + P1G1 + Pos Pets + P19, P2Go]-

De esto, sigue que

CCNpNgNg = [(psg: + P10 + Pih + Po)ta + (P20 + Dio)de +
+ (Pefr + P1g0)dr + Do, (Pade + D3 + Paty + Do)y +
-+ {Pas + P190)90, (DoTz + P14z + Pifs + Po)o] =
= [Pago + Petr + oy Doy + Pife + P1Gss Podol

Consecuentemente

Kpg = NCCNpNgNg = [pogo, Pos + Pifo + P1ds; P2 + G] =
=[ Z Op,q, ) Z  pwy o, Z puyl

max(i,f)= max(i,))=1 max(i,})=2

Similarmente, puesto que

Cpg = [podo + P19o + D1 + Pa; Pods + PiGes Dofels

entonces

CCpgq = [(Dedo + P1do + D191 + P2)o + (Pofy + Pidelde +
+ (Poty + P192)qs + Pz (Do + PrGe + DiG: + Po)gn +
+ (Do + P19}z (Podo + Prdo + Prth + P2)@] =
= [Po(@o + @1 + ) + 9(Po + D1+ Pa)y Pt + Pots + P1ga, Pefe] =
= [Po + Go, D101 + P21, P1ffes Pafe] =

i , = , b )
min(i, j)=0p ‘@ min(i,j)=1 Pl min(i,;)=2 Pl

E. L. Post [1] ha demostrado también que cada una de las funciones
A o K, juntas con una nueva negacion definida por Mp=KCTppCpCpNp,
constituyen un sistema de funciones completo funcionalmente para
cualquier calculo proposicional.

Trorema 1. La coleccion de lodas las pariticiones [p,, pi, pa]de U
determinadas por todas las proposiciones del calculo proposicional con
tres valores forma un latlice disiributivo bajo las operaciones definidas
por las particiones asociadas con la Post conjuncién y su disjuncion,
esto es,

[Pes Py Pal A (G0 @1y Ga] = [Polo, Pols + PiGo + Pils, P2 + €] ¥
[Pos P2, P21V (90, @1y @21 = [P0 + o, D28s + P1Ge + Py, Pags]-

Demostracién. Recordemos que /A y V constituyen un lattice
si cada uno de ellos satisfacen las leyes conmutativas, asociativas
y de absorcién. Las leyes de idempotencia son solamente consecuen-
cias de éstas.
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Las leyes conmutativas se desprenden facilmente de la simetria de
las definiciones citadas.

La ley asociativa correspondiente se verifica del modo siguiente:

[Pos P15 P21 A ([0 @1y @] N 1o, 13, 1e]) =

= [P, P1» Pa] N\ [méx(Ek)=0 4Ttk méx(i%f)ﬂ LrE méx(jz,:k)-=2 qgirk] =
= méx(fij,n)cop ‘(méx(?,k)znqirk) ’
méx(im)=1’ i(méx(lz'}k)r:nquk) ’ méx(tz,:n)==2p i(méx(iz,k)==n Ure)] =
= méx(i,zj,k)mop Mk méx(i?,k)-l Piirk méx(i,Zj:,k)==2p i =
- [méx(;?,k)=0 (max(‘:":j)nnpiqi)rk !
mimnd=1 maxg et TIE e et sy ] =
= = i iqj Z PGl AN re, o, nl=

=
max(i=0r H 7 maxip=1 méx(i,j)=2
= ([Pe s Pr» PaJ A% » @1 s &) Alre, 1, ral.

La otra ley asociativa se verifica exactamente en la misma manera.
A continuacién verificaremos una de las leyes de absorciéon:

([Po y Pa :Pa] Vv [ql) yq1s 4]:]) A [Po » D1y Pa] =
= [Po + 9o s Ps@1 + P19z + Padr s Psdal A [Po s P1s Pa] =
= [(Po + 9o)Po s (Po + Qo)P1 +
+ (P1qa + P1ga + Patts) (Po + P1) 5 (Po + Go)P2 +
+ (P19r + Pads + P1Ga + Pads) D2 -+ Pae] =
= [Po, Prlgo + G2 + @) ; Po{Q0 + @ + @)}] = [Po, D1, Pal-

La prueba para la otra ley de absorcion se omite, puesto que es similar,
Ahora verificaremos una de las dos leyes distributivas:

(Po> P1s PRl N ([o5 @1 @] V [ro, 1y, 1)) =
= [Po, P1, P2l A [min(fk)=0 9irk min(;‘-}k)=141i"k , mﬂ(fk)nzqﬂ‘k] =
- [max(zi,n)=opl( nun(fk)=nquk) ’ méx(?,:n)=lp o min(‘};f,)nnquk) ’
méx(iz,:n)=2pi( min(%k):nquk) 1=
L sstiintiir=o” "™ mxiiamtagiinm1 T s mingy= I
= inmaxtmaxiin=o PIPTE 1 st pmeniiymt PP
min(méx(i,%,méx(i,k)hﬂplqipirk] =

wix(iin=0" T maxipm1 DY maxipmg POV
z ir > o ) 1
méx(th=o" " 7 maxiiim1?TF 0 maaiiigme P

= ([Po, Prs Pl A o> @15 %)) V{[PosPrsPal \[ro,r1, i)

La otra ley distributiva se desprende de ésta y, por consiguiente, la
prueba del teorema estd ahora completa.



Ahora daremos la caracterizacion de las tautologias en el calculo
proposicional con tres valores.

TroremA 2. Cualquier formula bien formada en el cdlculo proposi-
cional, con ires valores y formalizada por los aziomas W,-W, y, por con-
siguiente, por cualquier conjunio complelo de axiomas, es un taulologia
si estd representado por la particion [U, ¢, @].

Demosiraciéon. Debemos demostrar que cada uno de los axiomas
W,-W, genera [U, ¢, @]y, es mas, que cualquier férmula que resulte
de estos axiomas por una aplicacién de las dos reglas de inferencia,
substitucidén y modus ponens. Verificaremos éstas una por una.

Wi Cgp =[qDo + @1P0 + §1Ds + Qe GeP1 + G1P2s GoPa]
v de aqui que

CpCap = [pa(QoPe + GDs + @P1 + @) + PulGobo + @1Po + GP: + @) +
+ Pi{goP1 + P2} + Pos Dol@eP1 + 91P2) + P19oPes PodoPa] =
= [Pofo + Pofr + Pofs + P11 + P1Ge + P1ge + P2, &, D] =
= [polgs + 1 F %) + Prlt0 + ¢ + @) + poy @, B =[U, &, D1

Wo. Cgr=[qro + @l + @s7 + 9. ¢+ @, 0.1]

Cpr = [pyry + PiTs -+ Pal's + Day Poly + Pil's; Pol:];
de aqui que

CCqrCpr = [(qof0 + @17e + @71 + o) (PoTo + Pafo + pury + Do) +
+ (goms + @ire) (Dol + Piro + P + P2) +
+ {gory + qure) (Poty + Pira) + Qola, (@70 + @76 + @y + @) (Pors + pure) +
+ (gors + @uPe)pora (goTe + @il + @iy + Qa)pora] =
= [Pofols + P1doTs + Pefole + Pofile + P1dale + Pedile + Pral + Pogiry -+
“+ Pofelo + Pifdelo + Digels + Pafs + Prdol + Doy + Dol +
+ Pegsts + PuaTa + QoTas Polaly -+ Dolals + Didelz + Pofala; Polel'z]-

0O sea

CCpgCCqrCpr = [(Podo + Pifo + P1gs + Da) (PodoTo + P1de™s + Pafels +
+ Doss + Pifale + Pafilo + D197y + Pofals + PoQalo + Padale + Prgely +
4 Pala -+ P1ols + Peo™s -+ DoQols -+ Pafala + Pigis + goT2) +
4+ (Dot + Pufa) (Defole + PrGole + Pafole + Pofils -+ Dyl + Polale +
+ pigafs + Pefils + Dolelo + Pidale + Pidals + P2gs + Padels -+ Pafels +
+ PoGors - Patiis + Digils + Qola) +
4 (Poty + P1lz) (Pots?r + Doty + P1galz + Polals) + Dodes
(Polo + Prds + PiGr + Ps) {Podaly + Podals + Pigels -+ Dotals) +
+ {Pog1 + D192)Dodals; (Pode + P1de + D1y + Pa)Polale] =
= [PoeTe + Poo™ -+ Polo™e + Pr1do"s + Pilde"s + Pidos + Prfale + Pagals -+
+ DPa@ats + PoGols + Padale + Peffels + P2fs -+ Do + Pafuls + Peffole +
+ Poale + Pagele + Pidals + Podity -+ Pofale + Pufals + Polle, &, O =
= [Po@olfo + 71 + ) + Pigo(re -+ 71 4 M) + Prtalre + 11 4 19) +
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+ pegelro + 1y + ) + Padalre + 71 4 r2) + Pata +
+ Pota(To + 11 + o) + pugalre -+ 1y -+ 1) + Pote, &y D=
= [Pefo + P1go + P11 + Paffo + Pafs + Pafe + Pofs + Pala + Potes 0 D)=
= [Polgo + @1 + @) + Pulgo + 1 + &) + PelGo + 01 + ), &> D1=[U, &, D).

Wi Np =[p;, p1, Pol
y de aqui que

CpNp = [pepa + palps + P1) + Pes PoP1 + PiPer Pol = [P1 -+ P2y &, Po

Entonces,

CCpNpp = [(p1 + Ps)Po + Poy (Pr + PalP1s (Pr + Pa)Po] = [Po, P1s Pal
y de aqui que

CCCpNppp == [poPs + P1Po + P1P1 + P2y PoP1 + PiPas PoPe] = [U, &, &1,
‘W, Puesto que Nz == [2,, ;. %o,

entonces

CNgNp =[¢sp2 + @102 + @11 + Qo) 4:P1 + G1Dos GalPo] =
= [PaoGs + Pedr + P11 + Qs P19z + PoG1, Poal

Consecuentemente,

CCNgNpCpg = [(p2@e + P2t1 + P1dr + Qo) (Pods + P1do + P11 + D) +
+ (P1gz + Potr) (Pofo + Pido + Pagy + P2 + Py + Pigs) + P,
(Pelz + D2y + P11 + Qo) (Potr + P10} +
+ (P1ge + Pod1)Pole; (P22 + Patfh + Prdy + Qo)PoGa] =
[P2gs + P21 + P191 + Podo + D190 + Pefo + P192 -+ Poty + Poley @, @1 =
= [Polgo + @1 + @) + Pi{@o + @1 + @) + PG -+ + @), O, O1=[U, O, @1.

W;. Tp=[¢@, U, ¢]y NIp=[@, U, @] vy por consiguiente
CTpNTp =[U, ¢, ¢].

‘W,. Aqui la prueba es exactamente igual a la ya presentada.

Es obvio que si la formula F(p, g, ..., r) =[U, ¢, @], entonces una
sustitucién de las variables proposicionales p, ¢, ..., r dardn lugar a
la misma particion [U, ¢, @]

Si P=[U, ¢, @]y CPQ={U, ¢, @] de tal modo que
CPQ = [PeQo + P:Q0 + P,Q; + Py, POy + PiQs, PQs] =
= [U901 UQI» UQz] = [Qo: QU QB] = [U: <, @]1

entonces claramente cualquier férmula proveniente de los axiomas
por modus ponens estard asociada con (U, J, 1.

Esto es, cualquier teorema de la axiomatizaciébn W,-W, estd aso-
ciada con [U, &, @&]. Puesto que el sistema estd completo débilmente,
entonces toda tautologia del cdleculo estd también similarmente re-
presentada. El completamiento funcionalmente implica que los mismos
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resultados se aplican a cualquier formulacién de caleulo proposicional
con tres valores.

En vista del fuerte completamiento del sistema, ningunas ofras

formulas, a excepcién de las tautologias, estdn representadas por

(v, @, I

(1]
(2]

[31]

[4]
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