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UNA CARACTERIZACION DE TAUTOLOGIAS
EN EL CALCULO PROPOSICIONAL CON TRES

VALORES

Por F. M. SIOCO)'l

Alan Rose [2] proporcionó una caracterización teórica en términos
de lattices del cálculo proposicional con tres valores asociando una
proposición P por un par (A, B) de elementos de una álgebra Booleana
de subconjuntos A y B, con A contenida en B. El conjunto A está aquí
interpretado como el subconjunto del universo para el cual la propo­
sición P es cierta y B el subconjunto para la cual la proposición no es
falsa; esto es, para el cual es o cierto o tiene el tercer valor.

En este artículo ofreceremos otra descripción teórica en términos
de conjuntos de proposiciones en el mismo cálculo donde una propo­
sición P estará asociada por una partición [Po, PI> Pa] del universo, U.
Esto es, si + denota la operación unión y yuxtaposición denota inter­
sección, entonces POPI = PoPa = PIPa = 0 y Po + PI + Pa = U. El
subconjunto Pi será entonces interpretado como la porción de U donde
la proposición P toma el valor i (i = O, 1, 2). Si Oes el valor designado,
esto es cierto, entonces las proposiciones verdaderas estarán represen­
tadas por [U, C/J, C/J]. Creemos que esta interpretación es más directa
y más natural. Como mostraremos en un articulo posterior, la idea
completa es aplicable a cualquier cálculo proposicional en el que inter­
vengan muchos valores.

Para poder demostrar que todas las tautologías del cálculo propo­
sicional de tres valores se caracterizan por la partición [U, 0,0] es
suficiente adoptar cualquier formulación que sea completa, débil y
funcionalmente, y después mostrar que sus axiomas y las consecuencias
de éstos a través de las reglas de inferencia son todas representables
por la partición [U, 0, 0]. Se dice que una teoría es completa débilmente
si sus tautologías son demostrables de sus axiomas por el uso de reglas
de inferencia. La teoría es completa fuertemente si todas las fórmulas
resultan demostrables cuando cualquier fórmula no demostrable está
agregada a sus axiomas. Emil L. Post [1] ha probado que estas dos



- 69-

formas de completamíento son equivalentes en cualquier cálculo pro­
posicional que sea completo funcionalmente en el sentido de que sus
funciones primitivas generan por composición todas las demás funcio­
nes de un número finito de variables.

Consideraremos que la axiomatización está constituida por las
reglas de inferencia, substitución y modus ponens, y los siguientes
axiomas:

W l • CpCqp
Wa• CCpqCCqrCpr
Wa• CCCpNppp
W 4 • CCNqNpCpq
W,. CTpNTp
w; CNTpTp

Los axiomas Wl - W4 son precisamente aquéllos de M. Wajsberg [4].
Estos axiomas forman un sistema completo débilmente, pero no com­
pleto fuertemente. Sin embargo, añadiendo la función proposicional T
y los axiomas adicionales W, y W" J. Slupecki [3] demostró que el sis­
tema se vuelve completo funcionalmente y de aquí completo fuerte­
mente. Las tablas de valores de T (la función T de Slupeckí}, C (im­
plicación) y N (negación), con O como el valor designado, son dados por

C O 1 2 N I T

--------- ----
O O 1 2 2 1

------------
1 O O 1 1 1

------------
2 O O O O 1

Por convención escribiremos p == [Po, PI' Pa] siempre que una pro­
posición P esté asociada con una partición [Po, PI' Pa]. A continuación
se presentan las particiones asociadas con cada una de las tres funcio­
nes primitivas:

Cpq == [Poqo + Plqo + Plql + Pa, POql + Plqa, Poqa]
Np == [Pa, PI' Po]
Tp == [0, u, 0].

Las funciones A (disjunción), K (conjunción) de E. L. Post [2] se definen
en términos de estas tres funciones citadas como sigue:

Kpq = NCCNpNqNq
Apq = CCpqq.
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Consecuentemente, las particiones correspondientes pueden derivarse
también en términos de aquellas Cpq, Np y Tp.

Por ejemplo, puesto que

Np =:; [Pa, PI' Po] Y Nq = [q., q11 qo,]

entonces

CNpNq =:; [Paqa + PIq. + PIql + Po, P2qI + PIqO, P.qo].

De esto, sigue que

CCNpNqNq = [(p.qa + Plq. + Plql + Po)q. + (P.ql + Plqo)qa +
+ (P2ql + PIqO)ql + P.qo, (P2q2 + Plq. + Plql + PO)ql +

+ (P.ql + PIqO)qO, (P2q. + Plq. + Plql + Po)qo] =

= [P2qO + P2ql + q., POql + PIqO + PIql, Poqo]·

Consecuentemente

Kpq = NCCNpNqNq =:; [Poqo, POql + PlqO + PIql, P. + q2] =
= ( ~ p¡q¡, ~ p¡q¡, ~ p¡q¡].

máx(i,j)=O máx{i,J)=l máx(i,¡)=2

Similarmente, puesto que

Cpq =[Poqo + PIqO + Plql + P., POql + Plq., POq2]'

entonces

CCpqq=[(Poqo + Plqo + Plql + p.lqo + (Poql + PIq2)qO +
+ (POql + PIq2)ql + Poq., (Poqo + PlqO + Plql + P.)ql +

+ (POql + Plq.)q., (Poqo + Plqo + Plql + P.)q.] =
= [Po(qo + ql + q.l + qo(Po + PI + P.), Plql + P.ql + Plq., P.q.] =

= [Po + qo, Plql + P.ql, Plq., P.q.] =
= [ ~ Plq] , ~ PlqJ, ~ p¡q¡].

m1n(i,j)=O mln(i,j)= 1 mln(i,J)=2

E. L. Post [1] ha demostrado también que cada una de las funciones
A o K, juntas con una nueva negación definida por Mp = KCTppCpCpNp,
constituyen un sistema de funciones completo funcionalmente para
cualquier cálculo proposicional.

TEOREMA 1. La colección de todas las particiones [Po, PI' P.] de U
determinadas por todas las proposiciones del cálculo proposicional con
tres valores forma un lattice distributivo bajo las operaciones definidas
por las particiones asociadas can la Post conjunción y su disjunción,
esto es,

[Po, Pll P.] 1\ [qo, ql, q.] = [Poqo, POql + PIqO + PIql, P. + q2] y
[Po, Pl1 P.] V [qo, ql' q.] = [Po + qo, Plql + Plq. + P.ql, P.q2]'

Demostración. Recordemos que 1\ y V constituyen un lattice
si cada uno de ellos satisfacen las leyes conmutativas, asocíatívas
y de absorción. Las leyes de ídempotencia son solamente consecuen­
cias de éstas.
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Las leyes conmutativas se desprenden fácilmente de la simetría de
las definiciones citadas.

La ley asociativa correspondiente se verifica del modo siguiente:

[Po, PI' Pa] 1\ ([qo, ql' qa] /\ [ro, r l, r a]) =
= [Po, Pu Pa] /\ [ :E q¡rk, :E q¡rk :E q¡r,,] =

máx(j,k)=O máx(j,k)-l máx(J,k)-2

= [ :E PI( :E q¡rk) ,
máx(i,n)-O máx(j,k)-n

:E Pi( :E q¡rk) :E pi( :E q¡rk)] =
máx(i,n)==l máx(j,k)=n máx(i,n)-2 máx(j,k)=n

= [ :E piq¡rk, :E piq¡rk, :E Piq¡rk] =
máx(i,¡,k)==O máx(i,¡,k)-l máx(i,¡,k)=2

= [:E (:E piqi)rk,
máx(n,k)=O máx(i,j)-n

:E (:E piq¡)rk, :E (:E Piq¡)rk] =
máx(n,k)=l máx(l,j)=n máx(n,k)-2 máx(i,¡)-n

.... [ :E piq¡, :E piq¡, :E Plq¡] 1\. [ro , r I , ra] =
máx(i,j)-O máx(i,¡)-l máx(i,¡)==2

= ([Po, PI , Pa] /\ [qo , ql , qa]) /\ [ro, r l , r a] .

La otra ley asociativa se verifica exactamente en la misma manera.
A continuación verificaremos una de las leyes de absorción:

([Po, PI ,Pa] V [qo, s«, qa]) /\ [Po, PI , Pa] =

= [Po + qo ,PIqI + PIqa + Paql , Paqa] /\ [Po, PI , Pa] =
= [(Po + qo)Po , (Po + qO)PI +

+ (PIql + PIqa + PaqI) (Po + PI) , (Po + qo)Pa +
+ (PIql + PIql +PI qa+ Paqa)Pa +Paqa] =

= [Po, PI(qO + ql + qa) ,Pa(qo + qI + qa)] = [Po, PI' Pa].

La prueba para la otra ley de absorción se omite, puesto que es similar.
Ahora verificaremos una de las dos leyes distributivas:

[Po, PI' Pa] 1\. ([qo , s«, qa] V [ro, r I , ra]) =
= [Po, PI , Pa] /\ [ :E q¡rk, :E q¡rk, :E q¡rk] =

mln(j,k)=O min(j,k) = 1 mln(j,k)=2

= [ :E PI( :E q¡rk) :E PI( :E q¡rk)
máx(i,n)=O mln(j,k)=n máx(i,n)=l mln(jk,)=n

:E pi( :E q¡rk)] =
máx(i,n)=2 min(j,k)==n

=[ :E »nr». :E piq¡rk, :E Piq¡rk] =
máx(i,mln(j,k))==O máx(i,mln(j,k))==l máx(i,mln(j,k))=2

= [ :E p¡q¡p¡rk , :E piq¡P ¡rk ,
mln(máx(i,j),máx(i,k))==O mln(máx(i,¡),máx(i,k))-l

:E Plq¡Pirk] =
mln(máx(i,j),máx(i,k))==2

= [ :E piq¡, :E Piq¡, :E Piq¡] V
máx(i,¡,)=O máx(i,¡)"'l máx(I,¡)=2

V [ :E p¡rk, ::E Pirk, ::E p¡rk] =
máx(l,k)==O máx(i,k)==l máx(I,k)==2

= ([Po, PI , Pa] 1\. [qo, ql , qa]) V ([Po, PI , Pa] ,\ [ro, r l , ra]).

La otra ley distributiva se desprende de ésta y, por consiguiente, la
prueba del teorema está ahora completa.
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Ahora daremos la caracterización de las tautologías en el cálculo
proposicional con tres valores.

TEOREMA 2. Cualquier fórmula bien formada en el cálculo proposi­
cional, con tres valores y formalizada por los axiomas W1-Wo y, por con­
siguiente, por cualquier conjunto completo de axiomas, es un tautología
si está representado por la partición [U, (/J, (/J].

Demostración. Debemos demostrar que cada uno de los axiomas
W1-Wo genera [U, (/J, (/J] y, es más, que cualquier fórmula que resulte
de estos axiomas por una aplicación de las dos reglas de inferencia,
substitución y modus ponens. Verificaremos éstas una por una.

y de aquí que

CpCqp == [Po(qoPo + q¡PO + q¡p¡ + qa) + p¡(qoPo + q¡PO + qlP¡ + q2) +
+ Pl(qOP¡ + qlPa) + Pa, Po(qop¡ + qlP2) + p¡qoPa, PoqoPa] =

= [Poqo + Poql + Poq2 + Plql + p¡qa + p¡qo + Pa, 0, 0] =
= [Po(qo + q¡ + qa) + Pl(qO + q¡ + qa) + Pa, 0, 0] = [U, 0, 0].

y

Cpr == [poro + P1rJ + p¡r1 + Pa, POr¡ + PIra, POr2];

de aquí que

CCqrCpr == [(qoro + qIro + qIrl + qa) (poro + PIrO + p¡r¡ + Pa) +
+ (qorl + q1ra) (poro + PIrO + PIrI + Pa) +

+ (qorl + qIra) (pOrI + PIra) + qora, (qoro + qIro + q¡r¡ + qa) (pOr¡ + Pira) +
+ (qorl + qIra)POra' (qoro + q¡l'o + qIrI + qa)pora] =

= [poqoro + PIqOl'O + Paqol'o + poqlro + PIqIro + PaqIro + PIqIrI + PaqIrI +
+ Poqaro + PIqaro + Plqarl + Paqa + PIqor1 + Paqor¡ + Poql1'1 +
+ PaqIl'a + PIqIra + qora, poqlrl + Poqarl + p¡qara + poq1ra, poqara].

O sea

CCpqCCql'Cpr = [(Poqo + PlqO + Plq¡ + Pa) (poqoro + p¡qoro + Paqoro +
+ Poqll'o + p¡q¡rO+ Paq1ro + PlqIr1 + Paq1r1 + Poqaro + Plqaro + p¡qar¡ +

+ Paqa + PIqor1 + Paqor1 + poqor¡ + Paq1ra + PIq¡r2 + qora) +
+ (POqI + p¡qa) (poqoro + Plqoro + Paqoro + Poq¡l'o + PIq¡rO + Paq¡rO+
+~+~+~+~+~+~+~+~+

+ poqorl + Paqlra + Plq1ra + qora) +
+ (Poq¡ + Plqa) (POq¡l'l + Poqarl + p¡qara + poq¡ra) + Poqa,

(Poqo + PlqO + Plq¡ + Pa) (Poqlrl + POqarl + Plqal'a + Poql1"a) +
+ (POql + PIqa)Poqara, (Poqo + PIqO + PIql + Pa)Poqara] =

= [poqoro + poqor1 + poqora + Plqoro + p¡qor¡ + Plqora + PIqIro + PIqIr¡ +
+ Plq1ra + Paqoro + PaqIro + Paq1r1 + Paqa + Paqor¡ + PaqIra + Paqora +
+ poq1ro + PIqarO + PIQarl + poq1r1 + poq1ra + p¡qara + Poqa, 0, 0] =

= [poqo(ro + 1'1 + ra) + PlqO(rO+ 1'1 + ra) + PIq¡(rO+ 1'1 + ra) +
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+ p~o(ro + r1 + ra) + Paq1(rO+ r 1 + ra) + Paqa +
+ poq1(rO+ r, + ra) + P1qa(rO + r1 + r a) + Poqa, 0, 0]=

= [Poqo + P1qO + P1q1 + Paqo + Paq1 + Paqa + POql + P1qS + Poqs, 0, 0]=
= [Po(qo + ql + qs)+ p¡(qo + q1 + qs) + Pa(qo + q1 + qs),0,0] = [U, 0,0]·

W3 • Np == [Pa, PI! Po]

y de aquí que

CpNp == [PoPa + P1(Pa + P1) + Pa, POP1 + P1PO, Po] = [P1 + Pa, 0, Po]

Entonces,

CCpNpp == [(PI + Palpo + Po, (PI + Pslpil (PI + Palpo] = [Po, PI' Pa]

y de aquí que

CCCpNppp == [PoPo + P1PO + PIP1 + Pa, POP1 + PIPa, PoPa] = [U, 0, 0]·

W4 Puesto que Nx == [xa, Xl' xo],

entonces

CNqNp = [qaPa + qlPa + qlPI + qo, qaP1 + qIPO, qaPo] =
= [Psqa + Paq1 + Plq1 + qo, Plqa + Poqlt Poqa].

Consecuentemente,

CCNqNpCpq = [(Paqs + Paq1 + P1q1 + qo) (Poqo + Plqo + P1q1 + Pa) +
+ (Plqa + POq1) (Poqo + Plqo + P1ql + Pa + POql + P1qa) + Poqa,

(Paqa + Paql + P1q1 + qo) (Poql + Plqa) +
+ (P1qa + POq1)POqS, (Psqa + Psql + P1q1 + qo)Poqs] =

[Paqa + PSql + P1q1 + Poqo + PlqO + Paqo + Plqs + Poql + Poqa, (/J, (/J J =
= [Po(qo + ql + qa) + p¡(qo + ql + qa) +Pa(qo + q1 + qs), (/J, (/J] = [U, (/J, (/J J.

W5 • Tp==[(/J, U, (/J] Y NTp=[(/J, U, (/J] Y por consiguiente
CTpNTp ==[U, (/J, (/J].

Wa• Aqui la prueba es exactamente igual a la ya presentada.
Es obvio que si la fórmula F(p, q, OO" r) == [U, (/J, (/J], entonces una

sustitución de las variables proposicionales P, q, .", r darán lugar a
la misma partición [U, (/J, (/J].

Si P=[U, (/J, (/J] y CPQ==[U, (/J, (/J] de tal modo que
CPQ == [PoQo + P1Qo + P1Ql + Pa, POQI + P1Qa, PoQa] =

= [UQo, UQ¡, UQa] = [Qo, o.. Qe] = [U, 0, 0],

entonces claramente cualquier fórmula proveniente de los axiomas
por modus ponens estará asociada con [U, 0, 0].

Esto es, cualquier teorema de la axiomatización W1-Wa está aso­
ciada con [U, 0, 0]. Puesto que el sistema está completo débilmente,
entonces toda tautología del cálculo está también similarmente re­
presentada. El completamiento funcionalmente implica que los mismos
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resultados se aplican a cualquier formulación de cálculo proposicional
con tres valores.

En vista del fuerte eompletamíento del sistema, ningunas otras
fórmulas, a excepción de las tautologías, están representadas por
[U, 0, 0]·
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