POTENCIAS DE EXPONENTE FRACCIONARIO

Por-

GonzaLo Carero Rosiiro

Llamamos N al conjunto de los numeros naturales, Q al de los ra-
cionales, - Q al de los racionales positivos. Al conjunto 4+ Q con sus
estructuras aditiva y multiplicativa le llamamos semicuerpo de los
racionales positivos.

Suponemos conocidas la definicion de potencia de exponente natu-
ral, sus propiedades y la definicion de raiz.

Esta nota estudia la potencia de exponentes fraccionario y racional
positivos sucesivamente en N, + Q y O.

Potencias de exponente fracecionario en N.—Def. 1. Dado [m, n] €
€ N x N definamos la correspondencia

[mn] : N> N
asf, para z,y € N,

[m,n] : £ — y <> axm = yn

Segun la definicién de raiz sera:

m n
gMm =yn <> r=Yyn <> y=}aem

es decit, que
n

y=I[m, nl(z) <> y=7Vznm

con lo que la correspondencia [m, n] es equivalente a «levara m y
extraer la raiz n-esiman.
En lugar de escribir y = [m, n] escribiremos en lo sucesivo

g = o™ M
Original e imagen de [m, n].—Supongamos que [m, n] :  —» y, y sean
z=a"a™ .. .. an™ y = b,Bl b,,‘aa e bkp"

las descomposiciones de = e y en factores primos.
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De la igualdad zm = yn se deduce

h k
o «a® =g 5P (®)
1=1 i=]
y al ser dnica la descomposicién de factores en N resultan:
ap = b om == Bin para { =1, 2, .... h; h=Fk
m n
Simed. (mn)=d y m =-— n =—
d d
se obtiene
am’ = Bin’
de donde el ser m’ y n’ primos entre si, por el teorema de Euclides
a=nh, B,=mh =1 2,3 ....4 (3)

y llamando (m’) al conjunto de multiplos de m y analogamente (n’) al
de los de n, las igualdades anteriores se pueder escribir:

o,e{n’) Bie(m”)

Teniendo en cuenta las (3) la i1gualdad (%) toma la forma
( n’)m (m’ )n
a = \a (4)

habiendo hecho previamente

Def. 2.—Sea Sp el subconjunto de N definido asi:
2eSp <>z = [a,™

siendo a, nimeros primos en namero finito y ae(p).

Proposicién 1.—La correspondencia [m, nl con m £ 0 y n - 0 es
un isomorfismo (en el producto) de Sp’ sobre Sp’.

Demostracién.—Si m y n son diferentes de cero, la igualdad (4)y la
Def. 2 nos dicen que [m, n] es una correspondencia biunivota de Sg,
sobre Sm’, ya que para todo an’sS,’ existe en homélogo unico am’ € S;’
y reciprocamente.

La biyeccion [m. n] conserva la estructura de producto.

En efecto, si x, ze8," tienen como correspondientes y, teSy,” respec-
tivamente,

fm, n]
L ——> P <> M = yn

(5)

Z——> 1 <> zm = {n
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multiplicando las dos ultimas igualdades de la derecha,
[m, n]
ne=> (r-z)m = (ghr <> -z — Yl

xmzm = yn .

El isomorfismo [m, n] conserva también los cocientes cuando existen.

T g
Pues s1 exister los cocientes — e — dividiendo las igualdades
z t
de la derecha de (5) queda:
[m, n]
am yn x \m y\n &z y
zm in z i z f

Casos particulares.—1.° Si [m, n]es de la forma [0, n]conn % 0 de

[o, n]
T ——a> Y= a0 =yn=> 1l =yn > y=1

con lo que [0, n] es una aplicaciéon de N en 1.
2.0 8i [m, n] es de la forma [m, o},

[m, o]
T —— y <=y =]1=>z=1

y [m, 0] es una correspondencia de 1 sobre N.
3.0 EIl isomorfismo [m, 1] es la potencia m-ésima:

[m, 1]
Ly <>zgm=y con ze3 = N e yeSpm

4.0 El isomorfismo [1, n] es la raiz n-ésima:

(L, n]

T——s>y <> T =yn <>y = |z con xS, e yeS, = N

Proposicién 2.—Los subconjuntos Sp definidos en Def. 2 son subse-

migrupos multiplicativos de N.
Dados Sp y Sq se verifica que SpN Sqg = Sp' -4’
Demostracion.—De las (b) se deduce facilmente que si z, y Sp se
verifica que z -y €Sp. La asociatividad y conmutatividad en Sy son
consecuencia de las mismas propiedades en N. El 1eSp ya que 1P = 1.

. ap Ba
SizeSp NSy => x=a =a = ap = pg=> == ke, B = kp’,

con lo que
T = akp’q = gkpe

Reciprocamente, si

q p
kp’ kg’

$€Sp

% => zeSp N Sq
meSq
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Producto en {[m, n}}.—Consideremos e} conjunto de isomorfismos
{{m, nl}. Dados los isomorfismos [m, n] y [p, ¢] del conjunto anterior,
vamos a estudiar la posibilidad de aplicarlos sucesivamente:

Sean z, y, z tales que

m,n} [p, ¢}

£ ———> Y ——> Z
Lo anterior equivale a decir que
xm = gyn e yr = z4

de donde decucimos

{mp, nq]

ZMp = zNq <> T —— Y

lo cual nos da el isomorfismo producto
[p, q1 {m, n} = [mp, nq] (6)

El isomorfismo producte [mp, ng] es un isomorfismo de 8(nqg)’, sobre
S(mp), ya que 2eS(ng)’ € YeS(mp) siendo

mp nq
(mp)/ =y (nq), = ——, D = m.c.d. [mp, nq]
D D

Proposicién 3.—El producto definido en (6) es asoeciativo, conmuta-
tivo, tiene elemento neutro y todo elemento [m, n] tiene inverso.

Demostracion.—La asociatividad es consecuencia de se. asociative
el producto de isomorfismos. La conmutatividad se deduce facilmente
de (6). El elemento neutro es el {1, 1]y un inverso del {m, n] es el {n, m],
ya que

M = Yn eyt =MD M = M D L = 2

luego [n, m] [m, n] hace corresponder a cada elemento de S,’ el mismo
elemento.

Utilizando la notacién de raiz la correspondencia entre , y, z dada por

{m, n] [p 4]

& ~———> Y ———> I
se puede escribir asi:

n

S
y=Vom o=l :=>Z=‘/(§En7\)q

y las propiedades anteriores se traducen con esta nomenclatura asi:

q n
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Casos particulares. 1.° Raiz de una potencia y potencia de una raiz.—
Si aplicamos sucesivamente [m, 1] v [1, q] y son z, y, z elementos co-
rrespondientes,

[m,11  [1, 4]

L —— ] ———> Z

de las dos resulta
(1_) a__

teniendo en cuenta (8) las igualdades (7) se pueden escribir asi:

q n
n g ng
V i@z =)/ Ve = Vo

2. Raiz de una raiz.—Considerando el producto particular [1, n]

[1, ¢] se obtiene:
n _ q _
q ng q
= =V = |/

3.2 El producto [m, n] se puede descomponer asi:
[m, n] = [m, 11+ [1, n}
Dados dos elementos homdlogos
[m, n]
T — z

podemos encontrar un y tal que

[m, 17 [1,n]
r —> ) —> Z y = zn
con lo que

@

[m, 1]

r ——> 20
De analoga manera,

(1, n]

Tm ———— 7z
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Producto de radicales. Producto de potencias de la misma base. —
Si z e y son homologos por {m, n}, también lo son por [mg, nql, siendo ¢
cualquier numero natu:al:
[m, n] [mg, nq]
L ——r [ > M =Ygt < T = P> B — U
Sean z, y elementos coriespondientes por [m, n] y z, ¢ elementos
correspondientes por [p, q] :

[m, n] [mq, nq]
LT — Y= T ——  <>amd = ynq
=> zmg zpn = (y - )ng (9)
[p. q] {pn, qn]
Z— 1= z — [ <=> zph = l4n

utilizando la notacién de raiz, lo anterior se puede escribir asi:
ng
Vamq - zpn = y -
Yy como
_— q __
r‘esulta: nq n__ g
Vamg < zpn = Vam - Vzp
En el caso particular en que =z = z, de (9) se deduce
xmg - gnp = (y + f)ng
o bien
[mg + up, nq}

xmg+np = (y - Hh &> F ——————> § - i (10)

la relacién (10) nos permite escribir
y-t=[mg+ np, nglz

o bien, segun el convenio adoptado en (1),

gt = Llma+np, nd]

y teniendo en cuenta los valores des y, f:
Gmnl e q _ pImatnp, na] (11)

El resultado antetlor nos permite definir una adiciéon en el con-
junto {[m, nl}.

Def. 3. Dados [m, n], [¢, p], lamamos suma y la representamos
por [m, n} + [p, gq] a la correspondencia, que actia asi:

(fm, n] + [p, q)) & = al™ "1 [P 1] (12)

Segun (11) la suma de dos 1somorfismos de {[m, n|} pertenece al
conjunto y es:

[m: n] + [P; q] = [mq + np, l’lq] (13)
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Con ello la 1gualdad (12) se puede escribir
Glm nl+[p, a]_ mn] | [pd]

El producto de potencias de la misma base es olra polencia que liene
por base la misma, y por exponente, la suma de los exponentes
T a Def. 3 nos da la siguiente 1elacion entre los subsemigiupos de N:

imon)
n -> Sm
. Imonl+ [pg] ,
<> S(ng)) ——————> S(mg4np)
[p. q]
S¢ ———— Sp

Cociente de radicales. Cociente de polencias de la misma hase.—Proce-
diendo de manera anéloga a la seguida en el punto anterio1, sean z, y
elementos correspondientes en [m, n] y z, t en [p, ¢]. Supongamos,

z )
ademsas, que existen — e — :
z i
[m: nj
L~ = M = yn => gMmd = ynq zmyq y \nq
= = {— (14)
[p7 (I] znp t
Z—s 1 = 2P = 14 => znb = [nq
utilizando la notacion de raiz
ng ng n__
zmq y zmqg  Jzm
B :> — T T—
znp t znp q

Ve

En el caso particular en que & = z (14) se puede escribir:

xmyq y \nd y \m™
o (_) = rmg—np — (..._)
xnp t i

[mg —np,nq] y
T — (15)

i
Def. 4.—Al isomorfismo [mqg — np, nq] le llamamos diferencia de
los isoforfismos [m, nly [p, ¢q].

[m’ l’l] " [p’ q] = [mq —np, ml] (16)
e (15) y de (16)

Y _ plma—np,na] _ [m, a]=[p, q]

t
0 bien
’ {m, n]
T mnl=(p
[P 9]
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Igualdad que nos da el cociente de potencias de la misma base.

Evidentemente no siempre est# definida la diferencia [m, n}-—[p, ¢]
con bases pertenecientes a N.

Las Def. 3 y 4 nos conducen a la

Proposicién 4.—FE1 conjunto i[m, n]{ es un semigrupo aditivo con
diferencia.

Las propiedades asociativa y conmutativa de la adicion en {[m, nl}
son consecuencia de (12). Si consideramos la correspondencia [0, n] como
perteneciente al conjunto {[m, n]} esia correspondencia es el elemento
neutro de la adicion.

Proposicion 5.—8Si consideramos las fracciones (m, n) con n + 0,
el conjunto de ellas }{(m, n)}, con sus estructuras aditiva y multiplica-
tiva, es isomorfo al conjunto de isomorfismos {[m, nl}.

La demostracién es consecuencia de (6) y de (13).

Este isomorfismo nos permite definir la potencia de exponente
fraccionario.

Def. 5.—Dado zeN y la fraccién (m, n) definimos como potencia
de base z y exponente (m, n) y se representa por z(m, n) a la imagen
z[m, n} de x pcr la correspondencia [m, nl.

Segin Def. 1,

n
y = amn) =zim vle>yn =gm<>y = Jam

Evidentemente, para que exista la potencie y ha de ser zzSn’, en
cuyo caso yeSm'.

Relacion de igualdad en {[m, n]}.—Def. 6.—Diremos que los isomor-
fismos [p, q] vy [r, s] son iguales si y solamente si z(p, 41 = zlr,s] para
todc eSq'NSs'.

Se comprueba que la Def. 6 cumple las condiciones requeridas por
todo criterio de igualdad. Llamemos R a la relacién de igualdad anterior.

1. Propiedad reflexiva:

p, 91 R [p, 1 <> 2[4 = 2[P,% para todo 259
2. Prapiedad simétrica:
Si [p, ] R [r, 5] =>2lP,8 = 2l"s] = glrs] = 5P, 01
<> [r,sIR [p, q]
3. Prbpiedad transitiva:
Si[p, gl Rr,slylr, s R v t] =>2l®9 = gl"sl y glrs] —
= gt = glpal o)l [p, g] R [v, ]
Proposicién 6.—La definicién de igualdad dada anteriormente coin-
cide con la definicion de igualdad de fracciones si consideramos (m, n)

como una fraccion ordinaria.
Llamamos R’ a la relacién de igualdad de fracciones.



—1 —

81 las fracciones (p, q) y (r, s) son iguales,
(g, @ R ( )¢>ps=qr:>wps—wqr:$mp——1/wrﬁ)q:>
=> P = ]/mr Vg => ]/—13 = ]/ch <> zlp, d=zlr,s] <> [p, ¢1 R [rs]
Reciprocamente, si
p, gl R [r, 5] <> 2P, 41— glr, 8
haciendo y = zlp @ y? =P
ys = T => xPs = M4 =>ps = rq <>(p, q) R’ (r, 8)

Corolario 1.—La correspondencia i : {[m, n]{ —— {(m, n){ tal
que {m, n) = i ([m, n]), hace corresponder a isomorfismos iguales, frac-
ciones iguales.

Es otra forma de anunciar la proposicion 6.

Sean {[m, n]'/R y [(m, n)]/R’ las conjuntos cocientes respectivos
segun las relaciones de igualdad anteriores. Se verifica

Corolario 2.—La correspondencia I: }[m, nj}/R —— {{m,n)}/R’
subordinada por i en los conjuntos cocientes es una correspondencia
biunivoca.

Como [(m, n)]/R es el conjunto de los racionales positivos + Q,
el corolario 2 quiere decir que cada clase de isomorfismos [m, n] esté
en co:respondencia biunivoca con un numero racional positivo.

Corolario 3.—8i {m, n) R (p, q) se verifica que zim;n) = x(p,9).

Por def. 5:

zlm, n) — glm, ]l 4o, a) . Llp, 4]
pero si

(m,n) = (p,q) = [m,n] = [p q] = zlmn] = z[p,4] => zimn) = z(9,9)
Lo anterior también se puede escribir:

Si (m, n) = (p, q) => Vx_m l/.;:?. .

hn
Como caso particular, (m, n) = (hm, hn) = Va:m = Vihm,

El Corolario 3 nos permite definir la potencia de exponente racional
positivo.
m
Def. 6.-— Dado el nume.o raeional positivo — diremos que
n m
= zl{m, n), siendo (m, n) una fraccién representante de —.
n
El corolario 3 demuestra que la definicion anterior no depende de

la fraccion elegida.
m

m
an

La potencia zn existe para todo zeS»’, siendo n’ el minimo deno-
m

minador de la clase —. Es una consecuercia de la proposicién 1.
n



La adicion y multiplicacién definidas en {[m, n}} por Def. 3 y (6)
respectivamente, nos permiten definii una adiciéon y una multiplica-
cién en [m, n]/R de la manera habitual.

Llamamos [m, n] a la clase a que pertenece [m, n]y [p, g] a la clase
a que pertenece (p, ¢ql.

Def. 7.—S8i [m, n] y [p, q] son representantes respectivos de [m, n]
y [ps ¢], Hamamos suma de estas clases y la representaremos por
[m, n] + [p, 4] a la clase a la que pertenece [m, n] + [p, q[. De ana-
loga manera, definimos el producto [m, ] x [p, g} como la clase a que
pertenece [m. n] x [p, ql.

La anterior definicion la podemos expresar asi:

[m, n} e [m, n] - ; [m, n] + [p, ¢l e [m, n] + [p, q]

[p, q]lelps 4] [m, n] x [p, q] € (m, n] x [p, q]

Las operaciones anteriores son uniformes, ya que el criterio de 1gual-
dad R es equivalente al de las fracciones y ademas las operaciones
definidas {[m, n]| son isomorfas a las definidas en Ias fracciones |(m, n}}
segin Prop. 5 y (6).

I.a conmutatividad y asociatividad en ,[m, n]{ son consecuencia
de las propiedades andlogas en i[m, n], Prop. (3) y Prop. (4).

Veamos que la multiplicacién es distributiva con respecto a la
adicién.

(Im, n] + [p, q1) - [r, 8] = [mq + np, nq] - [r, 5] =
= {mgr 4 npr, ngs] = [mgrs -+ nprs, nqss] =
= [mr, ns] + [pr, gs] = [m, n] [r, s] + [p, q] [r, 5]

Las igualdades anteriores son consecuencia de las definiciones de
adicion y multiplicaciéon en {[m, nl} v del criterio de igualded R., y
nos demuestran que las clases siguientes son la misma:

{({m, n] + [p, ) [r, 8] = [m, n] [r, s] + [p, q] [1, $]
De todo lo anterior .esulta:

Pioposicion 7.—La biveccion I: {[m, n]}{/R «<—- {(m, n){/R" es un
1somorfismo de semicuerpos.
Se puede escribir también asi:

Iigm,n]f +—— +0Q

Potenecias en + Q. Subsemigrupos de cocientes.
Def. 8.—Definamos el conjunto - Qn asi:

(
|

a
+Qn= — ﬂ,bSSn,bﬂ:O
b

Evidentemente, + Qn € 4+ Q para todo neN.
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m
La correspendencia — definida en N por Def. 6 podemos exten-
n
derla también a una correspondencia de + Q en si mismo de andloga
manera a como lo hicimos alli.

m
Def. 9.—Dos elementos z, ye + Q se corresponden por — si y

n
solamente si zm = yn:

m

n
L ——=y <> M = yn

Como en el caso de N se demuestra que la Def. 9 no depende del
m
par (m, n), sino de —.
n
Se verifica como en el caso mencionado la
Proposicién 8.—Los conjuntos {4 Qj);en son subsemigrupos multi-
plicativos de + Q. Los ]+ Q; — ] 0| {;ex son grupos. La correspon-
m

dencia —conm =+ 0, n &4 0 es un isomorfismo de + Qn’ sobre + Qm’.
n

El conjunto

m
— ; , n 4 0 es un semicuerpo isomorfo al + Q.
n

Comenzaremos por el tercer punto. Sean z, y elementos correspon-

m a c
dientes por —. Por ser «, ye 4 QOnsertdn £ = —  y= — cON
n [

b4+0d+0yab ¢ de N. Sean, ademds, ¢ = la;*%, b = P

¢ = Ie¥i, d = I d% las descomposiciones en factores primos.
Si las fracciones son irreducibles, se obtienen sucesivamente:
am cn
M = yn =p» —— = — > M = ¢, hMm = ¢n =>
bm dn

= g™ = meY", o™ = 1"

de donde
a; = ¢, by =d,;, asm = yin, Bim = ¥n
m n
Supongamos que m.c.d. (m, n) = hy m’ = — n’=-——, con lo cual
h h

las dos ultimas igualdades dan:
oy = n'l; vy = m'k;, Bi=n'ri 8 = m'r;
y, por tanto,

a e
a, b e Sn’ C,dESm' y —‘-b—e-f‘Qn’ “—"5+le
d
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m m
or. |—§ < Opn im, f—} Q€ On’
n n
m
Sean %, y ; 2, i elementos correspondientes por —
n

m
n m

Z ———> Y &> oM = yn n

= (xzm = (ylir <> zz ——> Yyl

z ——r | &> m = [n
Lo cual junto con lo anterior demuestra que si @, ze 4+ Qn’, también
zye + Qn’, es decir, que los (4 Qj),en son subsemigrupos multiplica-
m

tivos de -+ Q, y ademas que —— es un homomorfismo de 4+ On’
n

en + Oun'.

¢ c a \m
Sea — & +0p"; por tanto, — = |— ¥ €omo
d d b

[T -15)T

c m a \n'
resulia que —- tiene como unico correspondiente por — el (———) e+ Qn’
d

n ]
m
con lo que — es un isomorfismo de - Qn’ sobre +Qm'.
n
m
Como la Def, 7 se puede extender a +Q, resulta que dado — con
n

n
m 4 0y n + 0 el — es elinverso, lo cual demuestra la segunda parte.
- m
De la misma Def. 7, extendida a 4 Q, resulta la cuarta parte de la
proposicion.

Extensién a Q del concepto de potencia de exponente fraccionario.—
De andlogs maneia a la seguida en Def. 1 y Def. 9, podemos definir
en Q la correspondencia [m, nj.

Def. 10.—Los numeros z e y pertenecientes a Q son correspondien-
tes por [m, n] si y solamente si se verifica xm = yn,

{m, n}
L ——> § <> gm = yn para &, yeQ y m, neN.
Como en los casos citados, lo anterior lo podemos también escri-

bir asi:
n

om = yn &> y = [m, n}@) <>y = 2™ &> gy = Vam
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Podemos también definir de manera anédloga a la seguida en Def. 8
los subconjuntos {Q;);ex.

Se verifica la

Proposicion 9.—Los (Q));ex son subsemigrupos multiplicativos.
Los iQj— {0’ }jex son grupos. La correspondencia [m, n] conserva el
producto siendo or[m, n] € Qu’ e im. {m, n] © Qu’, pero en gene-
ral [m, n] no es un homomorfismo.

La demostracion es andloga a la seguida en la Proposicion 8, por
lo cual nos vamos a fijar tinicamente en lo siguiente:

La igualdad
(a“"')m = (a“m')" (17)
pata aeQ) nos dice que
or. [m,n] € Qn’ e im. [m,n] € Qp’

La correspondencia [m, n] no es biunivoca en general, pues por (17)
se ve que el hecho de que dos elementos sean o no cocrespondientes
depende en parte de la paridad de m y n.

Facilmente se deducen los cuatro casos siguientes:

1.0 Simy n son impares, 1a (17) nos da los correspondientes tnicos

n/ ml
a*" «—s a*" para acQ, ya que

an/|m m’|n ns m’
(a )==(a°‘) <> g% —s g%

2. Si m es par y n es impar,

ns|m m’in n’ m’
(a“')=(a°‘)©a°‘ — a®™ ae+Q
’

(—— a“n,)m= (a“m,)" @—a“n — a“m, aeg + O

3.0 8i m es impar y n par,
(a“"/)m= (a“m')" = a® — ™ aet0

n’ijm m’in n’ m’
(a“)=(——a°‘ ) < a%¥ — —a* ae +Q
4> S8im y n son pares,
n’|m m’in n’ m’
(a“ ) = (a“ ) <> g* —s o*

n’im m’in n’ m’
(—a“ ) =(a°‘ ) > —a* g

n’im m’|n n’ m’
(a“ ) =(—a°‘ ) «>a* — —o*

n’jm m’in n’ m’
e (o) e e g

En el primer caso, [m, n] es un isomorfismo de Qn’ sobre Qun/'.
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En el segundo case, [m, n] es un homomorfismo de Qn’ sobre
+ Qm’ cuyo nucleo es {—1, + I}.

En el tercer caso, {m, n] es la correspondencia mve:sa de un homo-
morfismo andlogo al del segundo caso.

En el cuarto easo, [m, n] es una correspondencia tal, que si hacemos
clases en Qn” ¥y Qm’ poniendo en la misma clsse {a“"', —-—a°‘"'§ y
)a“’"', —~a°""'§ puede exienderse [m, n] a un isomorfismo entre los
conjuntos de clases que no son otros que los -+ Qn’ y + Opn', res-

pectivam nte.
Relacién de iqualdad en el conjunic de correspondencias {[m, nl}.
El analisis hecho en el punto anterior nos lleva a establecer 1a rela-

cion R” en |[m, nl}.
Def. 11.

[m,n] R” [p,ql <> mq=np , m=pR) , n=4_2)

La relacibn R” es una relacién de igualdad, como se puede com-

probar facilmente.
Pioposiciéon 10.—Si {m, n] R” [p, q] se verifica que ambas corres-

pondencias son la misma para todos los e Qn” N Qg
En efecto, sean « e y elementos correspondientes por ambas [m, n]

y [p, q]. Se verifica por ello:
a;m:yn agp::yq:> amq = gnp => mq == np

Como si (4 z)m = (4 y)r, también (4 2)P = (4 y)? resulta que
m = p(R), n = q(2).

Reciprocamente, supongamos que mg = np y m == p(2) n == ¢(2)
y sean &, y un par de elementos correspondientes por [m, n}l y 2. z un
par de correspondientes por [p, q], se verifica:

oM = yn P = z4 => MY == ynq, PR = zqn => ynq = zng =
= y= %z

pero como m = p(2) am y zP tienen el mismo signo y, por tanto, yny 29
también tendrin el mismo signo, luego al ser n=gq (2) resulta que se pue-
de tomar z = y. y en general,

imagen de ¢ por {m, n] es la misma que tmagen de 2 por [p, gl.

De la misma manera se prueba que si los pares ¢ y y i, ¥ son coires-
pondientes por [m, n] ¥ [p, ¢}, respectivamente, se puede tomar z = 4,
y en general,

original de y por {m, n} es el mismo que original de y por {p, ¢].

De lo aaterior se deduce la imposibilidad de definir la potencia de
base un nimerc racional y exponente un nimero racional positivo.
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Asi, por ejemplo, las fracciones (4, 6) y (2, 3) son representantes
del mismo numero racional, no obstante de lo cual

[4,6] 6 _
8 > —4 <= —4 =V8

y, sin embargo, no son correspondientes por [2, 3], ya que 82 o= (— 4)2.

La relacién de 1gualdad R’ nos permite obtener el conjunto co-
ciente {[m, n]i/r”, con el cual, a su vez, podemos definir en Q la po.
tencia de base z ¢ Q y exponente [m, n] e {[m, nl}/z".

Def. 12. rlm, n} = glmn] siendo {m, n] ¢ [m, n].

Evidentemente z ¢/ Qn” siendo n’ el menor denominador de las frac-
ciones de la clase [m, n}.

De acuerdo con los cuatio casos sefialados en el punto anterior, no
siempre existe zlm,n] para e Qr" y, en caso de existir, no siempre
es unico.

Como al sumar y multiplicar congruencias modulo 2 resultan con-
gruencias médulo 2, si definimos la adicién y multiplicacién en [m, m]
de la misma manera que en Def. 9 resulta.

Proposicién 10.—El conjunto cociente }[m, n]i/x”” es un semi-
cuerpo. La correspondencia i * }[m, n]!/r” —— + Q, tal que

m
t (m, n] = —, es un homomorfismo de semicuerpos cuyo nucleo
n
es {[0, 1], [0, 2]} .
Las dos primeras partes son analogas a las proposiciones 7 y 8.
Si 0e 4+ Q y suponemos que i{[m, n]) = 0 ha de ser [m, n] de las
formas [0, 1] 6 [0, 2], con In que queda demostirada la dltima parte.

Notas.—1.» 81 en la Def. 1. hubiésemos considerado m y n ente-
ros, de una manera analoga a la seguida, se habrian obtenido las defi-
niciones y propiedades de las potencias de exponente {raccionario, tanto
positivas como negativas.

2.% Las propiedades de las potencias estudiadas en este trabajo se
pueden ampliar a estructuras algebraicas mds generales, con la con-
dicién de ser dichas estructuras de factorizacién unica.

InsTITUTO «JORGE JUuan» DEL C. S. 1. C.



