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EXPRESION SIMBOLICA OPERACIONAL DEL

OPERADOR d=: Y APLICACION A LOS CAM-

BIOS DE VARIABLES EN EXPRESIONES ENTRE
DERIVADAS PARCIALES

—s

Por

Jesas CasanNova

I. INTRODUCCION

Es sabido que la diferencial total emésima de una funcién compuesta

2 =2z{U, Uy, ... Un) ,, U =W, % ...2p) ,, {(i=12,...n)
depende de las variables dependientes u, (i = 1, 2 ... n) y de las dife-
renciales totales sucesivas dvu, (i =1, 2 ... n,v=1,2 ... m). La

obtencién de la expresion general de ésta requeria hasta ahora el célcu-
lo de las diferenciales totales sucesivas de z, partiendo siempre de la
anterior, hasta Ilegar a la del orden requerido, agrupando a continua-
cién los términos semejantes.

El proceso queda sumamente simplificado y sistematizado si se
puede calcular «directamentes la expresién de la dmz, sin el recurso de
las diferenciales totales de ordenes inferiores, y resultan~ya agrupados
en la expresion obtenida los términos semejantes. Esie es precisamente
el objeto del presente trabajo: la obtencién de una férmula simbélica
operacional que dé la expresion general de la diferencial total emésima
de una funcion compuesta z = z (u;, u, ... u,), mediante simples ope-
raciones enteras con los operadores dh.

n
5
dp = —dhy, (h=1,2,...m)
i=1

y cuyo desarrollo conduzca a términos no semejantes.



3
I1. RELACIONES CON LOS OPERADORES d, dn Y
du,
3
1.0 El producto de los operadores d y es conmutativo. Es
3u;

decir, la diferencial total de una derivada parcial es igual a la derivada
parcial de la diferencial total.

d )
d (——-— z) = (dz)

3u, du,
En efecto:
n n
oz d2z 3 8z 3
d = —— du; = ——[ Z S du,] = (dz)
du; Su,duy du, duy 3u,

2.0 El producto del operador d por el dn es igual al producto del
operador dn por el d incrementado en el operador dpa,

ddn = dpd + dnyy

En efecto: con el auxilio de la anterior propiedad y las ya conoci-
das de la diferencial total se deduce:

n n
3z 3z
d (dpz) = d[ 2 dhul] = Z d{ dhu,-]
du, du,
i=1 i=1
n
3z 3z
= Z [(d —-«) dhu; + dh+1u,]
3u, du;
i=1
n n
3(dz) dz
- Z dhu, + 2 T dht iy, = dy(dz) + dhtsz
du, Su,
i=1 i=1

O expresado en forma simboélica:
d dp = dp(d, + d)

en la que ha de operarse con los subindices a la manera de exponentes.
3.¢ El operador dn es un operador lineal, y el producto de los ope-
radores dp es conmutativo, asociativo y distributivo.

dplaz) = a{drz) ,, adp + bdp = (a + b)dn ,, adn 4+ adk = a(dn + dg)
dpdy = dgdn ,, dpldrdi) = (dndp)di ,, di{adn & bdg) = adidp + bdidy
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Cuya coémorda demostracion, a base de operaciones con las X, deja-
mos al cuidado del lector, y cuyo producto se entiende simbélico res-
pécto de la operacion de derivacion:

%

3 3 32
du; duj du,d;j

I1I. EXPRESION SIMBOLICA OPERACIONAL DEL OPERADOR dm

1.0 Con el recurso de las propiedades expuestas en el parrafo II,
se pueden establecer las siguientes igualdades simbélicas:

d =d,
d* = dd, = d, + dyd = dl(dl + d)
d? = d{d, + dyd) = dy(dy + d) + dy(d, + d)d = dy(d; + d) (*)

......................................................

En las que ha de operarse con los subindices a la manera de ex-
ponentes.

Se observa una determinada ley que supondremos cierta hasta
la dm inclusive. Es-decir:

m-—1
m—1
dm = d,(d; + d){(m—1) = Z )dm_pdp
p
p=0
diferenciando nuevamente
m—1 m—1
m-—1 m-—1
dm+1 = d[ Z )dm——-p dP] = Z d(dm—par)
P P
p=0 p=0
m—1
m-—1
= dm—p (dy + d)dp = [dy(d; + d)m—1](dy + d) =
p
p=0
= d,; (d; + d)}m)

Luego la ley es general: dm = d,(d; 4 d){m—1)
2.2 Aplicando esta ley a las diferenciales totales sucesivas se tiene:
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d =d,

d? = d1<d1 + d) = d; + dxd

d? = dl(dl + d)?) = dy + 2dyd + d,d? (1)
dt = dy(d, + d)(®) = d, + 3did + 3dyd® + d\a? .

m—1

m-—1 m—1
+ ( R ) dp-ed® + ... + ( )dldm-~l

Por sustituciones sucesivas, y con el recurso de las propiedades de
los operadores dp (1I—3), que permiten operar con ellos como si fueran
factores numéricos, se obtiene la expresiéon del operador dm (diferencial
total emésima) en funcion de los operadores dp.

Pero el mismo resultado produce la eliminacién en el sistema (1)
de los operadores d, d2, d* .... dm—} por medio de la anulacion
de la resultante:

di + 0 —1 0 .. 0
dy +0 dy —1 e 0
dy + 0 2d, A ol =0
m—1 m-—1
dm — dm dm—1 )dm_.,.... d,
2

Desdoblando el primer miembro en suma de dos determinantes, con
los primeros y segundos sumandos de la primera columna respectiva-
mente, el segundo de los cuales resulta ser igual a (— dm), permite des-
pejar dm. Se obtiene asi, por fin, la siguiente expresiéon simboélica ope-
racional del operador dm (diferencial total emésima), en funcion de los
operadores d; (i =1, 2, .... m).

d —1 0 0 viiiiiinnt. 0
d —1 0 ot 0

dm = |d, 2, d, e 04 (2
dy  3d, 3d, Ay e, 0




— 235 —

Los coeficientes de los operadores d, son precisamente los elementos
del tridngulo de Targtalia, y, por lo tanto, uno cualquiera de ellos es
igual a la suma del que tiene encima més el de la izquierda de este
ultimo. Los productos de los operadores d;, son conmutativos, como ya
hemos expuesto, y son simbolicos respecto a la operacion de deriva-
ciéon, pero no asi respecto a la de diferenciacion; es decir:

8 3 32
dhu; - dtuy = —————dhu, - dkuj (i =j o i)
su, Suy du,3uj

4.0 Si las variables u; son funciones lineales de las variables inde-
pendientes, son nulas todas las dhu; a partir de h = 2 en adelante,
y son también nulos, por consiguiente, los operadores dn a partir de
h = 2, y el determinante (2) se reduce al producto de los elementos
de la diagonal principal

dm = d,(m)

Y en general, si las u, son polinomios de grado p, son nulos los opera-
dores dp a partir de h = p 4 1, y en el determinante (2) se anulan las
diagonales secundarias a partir de la (p + I)¢ en adelante.

5.0 He aqui una aplicacién de la férmula (2) al caso de una funcién
compuesta de otras dos u y v. -

ldl —1 Y 3 (®
d? = = dy(?) + dy = ——du-}———dv) -+
{dz d, od v
3 3
+ {— d?u + — d*v)
Su v
d, —1 0
3 3 *
ds = |d, d, -1 = dy(3) + 3dyd, + d; = (——-— du + —dv -+
du ]
dy 3d, d,
3 3 13 3
+ 3(——-du + ——du>§ —d?u + —d%W) 4
v v du v
3 3
-+ (—— du + — d“v)
du v
d, —1 0 0

dy d —1 0

@ = = dyf*) + 6d(2)dy + 4dydy + 3d* + dy=

3 3 % 3
dy 3d, 3d, d, = f{—du + — dv + 66— d*u +
Su Sv su
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3 E) 3 (%) 3 3\
-+ ——d“u) (—~—du+————du) +3(———d2u+——dzv) -+
3v du v du Sv

8 3 3 S . 3 3
+ 4 (~— du + — du) (—~—- ddu + —_.dsu) + (—-— du 4 — d
Su v Su Sv Su Su

Notese la imposibilidad de la existencia de términos semejantes en
el desarollo de estas expresiones, si antes ya se han reducido términos
semejantes en los desarrollos de los determinantes.

IV. APLICACION AL CAMBIO DE VARIABLES EN CIERTAS EXPRESIONES
DE DERIVADAS PARCIALES

1.0 Una interesante aplicacion de la férmula (R) recae en el pro-
blema de cambiar las variables indepesndientes en expresiones simbo6-
licas entre derivadas parciales, de la forma:

n

3z {m)
E= Z A, =
dz,
i=1 !
i'll_ dmz
+ 2 ‘AxlOC1 Azaz .o Ap%n
fon foe o fon  82,0%82,%% ... 8%

o+t .. Fayp=m

Donde los coeficientes A, son constantes, o en general funciones de
las variables independientes =, (i =1, 2 ... n).

Sean u, (i =1, 2, ... n) las nuevas variables, ligadas a las primi-
tivas por las férmulas

U, = u; (&g, &g, ... 2n) (i =1,2,...n) (3)

La expresion E es la diferencial total emésima de z, en la que se
han atribuido a los incrementos arbitrarios dz, de las variables inde-
pendientes, los valores

d(vi:Al (1=1,2,n) (4)

La citada expresién quedard, pues, transformada, en funcion ya
de las nuevas variables u;, sin mas que expresar la dmz en funcién de
estas variables con el recurso de la féormula (2):



d, —1 0 0
d, d, —1 0 n
3
E = dmz = ds 2d, , dp  .... 0 2 dh=z—d’1u;
du;
........................ P —
dm (m————l)dm__, ...... d,

Quedando el problema reducido al calculo de las diferencias dhu;,
deducidas de las férmulas (3) teniendo en cuenta las (4):

n

Suy
dhul=[2 A,] (i=1,2...n; h=12 ...m
dz;
j=1

Ejemplo: En la expresion

3z 3z (p)
E = T + y
3z 3y

verificar el cambio de las variables independientes, definido por las
féormulas: u = f(z, y), v = ¢{x, y), donde f y ¢ representan funciones
homogéneas de grados m y n respectivamente.

He aqui el céalculo:

de = 3z 3z (P) ¥z 4 3z
E = dPz = fe—0+du 4 — dv 4+ s F—d'u + —dvu
dy =y 3u 3v du dv

Y aplicando el teotema de Euler, y su generalizacién, se calculan
rapidamente los coeficientes du, dv, .... dPu, dPv.

du = fr'dx + fy'dy = [’z + [y’y = mu

dv = @z’ + o@y'y = nv

diu = (f'z + fyy)ad =m{m—1) ... im—q+ u
diwv=n{n —1) ... (n—q+ Nv

quedando asi concluido el cambio de variables.
Si f y 9 son homogéneas de grado 1, por ser ahora d%u = d% = 0
para g > 1, la expresiéon transformada queda invariante:

8z 3z (p)
E= u + v
du v




— 238 —
Si u y v son las coordenadas polares p o,

p = V2 + yg* (homogénea de grado 1)

y

w = arctg —  (homogénea de grado 0)
z .
Y al ser ahora dp = p dip = 0 para ¢ > 1
do = 0 die = 0 para ¢ > 1
apz
La expresion transformada se reduce a E = pP.
SpP

2.9 Si el cambio es lineal, son nulas todas las diferenciales dhu;
para h > 1, y en consecuencia, dyz = 0 para h > 1; y la expresion
transformada es:

n n

3z (m) du;
E —E[ Z dul] I dll, = Z AI
du, 3z
i=1 j=1
Ejemplo: En la expresion
) 3z 3z (n)
E= y— T
oz 3y

verificar el cambio de las variables independientes. definido por las
férmulas:

u==z+y—1 v=z—y+1
Procediendo con arreglo al método expuesto, se tiene:

dr = y 3z 3z (n)
E = dnz( ) = ( du + dv
dy = — =z du v

y siendo:
du=dz +dy=y—zx=1—y, dv =de—dy =y +2z=u—1

se obtiene la expresion transformada

3z 3z (n)
EE( (1 —uv) + (u-—~1))
dv

du
3.0 Si los coeficientes A, de la expresiéon E se reducen a constanies,
también lo son las diferenciales dz; = A; (i = 1,2, ... n). Y sola-

mente en este caso, una vez calculadas las du;,

n

n
dSu; 3u; )
du,=2~——da:j=2———Aj=q;,-(u,,us...un) i=1,2...n)

dz;j By
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es licito, a partir de estos resultados, obtener los siguientes:

n n
3o i ,
du; = — duj == ——py = iUy, Uy ... Up) (i=1,2...n)
811]' Su]
n n
e 8o ) )
du, = —du; = — @, vy asl sucesivamente.
duj du;j

Ejemplo: En la expresion

8V 'A% 3V \(¥)
E = ( )

+ +
8z Sy 3z

verificar el cambio de las variables independientes, definido por las
formulastu =z +y+ 2z, v =ay + 22 + Yz, 0 =y 2.

Procediendo como en el caso general,

de =1 vV 3V 3V (%)
E=d3V(dy=1)=( du + du + dm) +
dz = 1 Su v Sw
3V 3V 3V
+ d*u + d* + d?*e
Su v 3w

y siendo ahora

du =dz +dy +dz =3

du=d3 =0

dv={d4+z)de +{(z+2)dy +(z+ y)dz=2(x+y +2) =2
d® =2du =6

do = yzdz + xzdy + ydz = x2y + 2z + yz = v,

d’e =dv =2ud

se obtiene la expresién transformada

3V 3V VA (®) 8V VvV
E = (3 ) + 6

+ 2u “+ v -+ 2u
Su v Sw v Sw

4.0 La teoria desarrollada en este parrafo permite cambiar las va-
riables en las derivadas

dmz
dx,m

directamente y sin previo calculo de las derivadas de orden inferior
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En efecto: se tiene

d, —1 .0
dmz dzi =1 d, dy 0
— == My = ya
8:1),"’1 dw] =0 ]' ?& 2 N B
dm (™ T Ydmese d,
siendo ahora
n P
3 8 dsll}
dp = E dsu; = E .
S, 3d; dx,p

Pudiendo también procederse como en (3.0), ya que en este caso se estd
al ser 1 y O constantes.

5.0 También procede el empleo de este método en ciertos casos de
cambio de las variables independientes y de la funcién.

Asi, si se trata, por ejemplo, de cambiar las variables y la funcién
en la expresién

3z dz (n} de =y
E=l—uy+ m) =dnz( )

8z 3y dy =«
medianie las férmulas del cambio
u==ux-44y, v=2—1Y, w=212+2—z

Procederemos a diferenciar n veces consecutivas la tercera férmula
del cambio

8w 8 (n) S dw
dnz = —dne = |— du + — duv + ...+ —dou 4+ — dn
3u dv Su v
y siendo, por las dos primeras férmulas,
du=dz +dy=y+2x=u diu =0 =d%u = ......
dvo =de —dy=y—zx=v dip =0 =d% = ......





