— 152 —

SOBRFE. ELL CONCEPTO ELEMENTAL DE AREA

por~

Miguer L. Lariaza Gracia

La introduccién del concepto elemental de area de poligonos puede
hacerse a través de la siguiente relacion de equivalencia:

Dos poligonos son equivalentes cuando y sd6lo cuando pueden des-
componerse en el mismo numero de poligonos iguales.

Esta definicién supone que los conceptos elementales de geometria
del plano euclideo se han introducido mediante un sistema de postu-
lados que parten de los movimientos, o bien, mediante unas ideas in-
tuitivas que sean equivalentes a un sistema de este tipo. En los cur-
sillos que para profesores de ensefianza media ha organizado en fecha
reciente la Escuela de Formacion del Profesorado, se ha seguido un
sistema de este tipo.

Por ofra parte, el autor de esta nota ha publicado una serie de
notas sobre la proporcionalidad y medida de segmentos, la primera
de las cuales es »Teoria elemental de la proporcionalidad y medida de
segmentos» (Gacela Maiemdlica, XV (1963), introduciendo un concepto
de medida un poco distinto del habitual.

El objelo de esta nota es relacionar el concepto de drea y el concepto
de medida de segmentos.

I. SUPUESTOS

Debe demostrarse, a través de la relacion de equivalencia enunciada:
’
a) Todo poligono es equivalente a un rectangulo con un lado dado.

b) Si dos rectdngulos son equivalentes y tienen un lado igual
tienen igual el otro lado, y, por lo tanto, son iguales,
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En las notas citadas sobre la proporcionalidad y medida de seg-
mentos se demuestra lo siguiente:

7

Figura 1

¢) En la figura 1, la condicién necesaria y suficiente para que
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0 para que
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es que lasjrectas AA’ y BB’ sean paralelas.

d) La condicion necesaria y suficiente para que, siendo a,
segmentos arbitrarios, se verifique que
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es que se verifique que
m(a) m&%)
;1_(—:) - ma

en que m(a), m(b), m(c) y m(d) son las medidas de los segmentos a, b,
¢, d, con respecto a cualquier unidad u.



— 154 —

a
Hagamos notar que — es una razon de segmentos, en tanto que
_ b

m(a)

— s un cociente, ya que entre las medidas se ha definido una mul-
m(b)
tiplicacion en que todo elemento admite un clemento inverso.

11. CONDICIONES DE EQUIVALENCIA DE RECTANGULOS

Siempre que empleemos el signo U lo haremos en el sentido de
unioén conjuntista.

Hagamos una construccién como la que indican las figuras 2, 3 y 4.
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Figura 2 Figuia 3

en las que se ha partido de un rectangulo ABCD, se ha tomado un
punto arbitrario E en el lado AD y se ha tomado el punto F, de modo
que AF sea una recta paralela a la recta EC. Las tres figuras corres-
ponden a los tres casos posibles que se pueden plantear. El punto G
se ha tomado de forma que EDFG sea un rectdangulo.

Nuestro objeto es demostrar que en cualquiera de estos tres casos
el rectangulo ABCD es equivalente al EGFD, o sea que:

ABCD ~ EGFD

’

Caso de la figura 2:
ABCD = EHICD U ABI U AHE
EGFD = EHICD U HGF U ICF

Expresiones en que los poligonos se indican mediante los vértices
tomados en un cierto orden. g
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El triangulo ABI y el HGF son iguales, ya que por las hipotesis
de paralelismo de las rectas EC y AF se verifica que

ABI = ECD

ECD = HFG

puesto que son rectangulo con dos lados 1guales.
El tridngulo AHE y el ICF son iguales, puesto que son triangulos
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Figura 4

rectangulos que por la razéon indicada anteriormente tienen dos lados
1guales.

Y de acuerdo con la defimicién de equivalencia que se ha dado:

ABCD ~ EGFD

Caso de la figura 3:
En la figura 3 se ha tomado I'J = 1J, y la recta I’H’ paralela a

la recta AF y, por consiguiente, los trmangulos HJI y H'JI” son iguales,
y de aqui se deduce que:

ABCD = EI'H'CDUI'JH’ U AEJH U AHB ~
~ ETYH’CDUIJHUAEJHU AHB =
= EI'H'CDU AEIU AHB
o sea, que

ABCD ~ EI'H'CDU AEI U AHB
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Andalogamente,
EGFD = EI'H'CDU I'JH’'U JIFCU IGF ~.
~ EI'H'CD U IJHU JIFCU IGF =

= EI'H’CD U HCF U IGF

y, por lo tanto,

v

EGFD ~ EI'H'CD U HCF U IGF

El tridangulo AEI y el HCF son iguales, puesto que son rectangulos,
y que de acuerdo con las hipotesis de paralelismo de las rectas AF y EG
tienen dos lados iguales.

El triangulo AHB y el IGF son iguales, ya que de acuerdo con las
hip6tesis de paralelismo de las rectas AF y EC, son:

AHB = EDC
EDC = IGF

por ser tridngulos rectangulos con dos lados iguales.
Por consiguiente:

EI'H'CDUAEIU AHB ~ EI'H'CDU HCF U IGF

Yy, por lo tanto,

ABCD ~ EGFD

Caso de la figura 4:

ABCD = EJCDUAJEUADBJ
EGFD

i

EJCDU JCF U JGF

El triangulo AJE y el JCF son iguales por ser rectangulos con dos
fados iguales.

Analogamente,

ABJ = ECD = JGF
Yy, por consiguiente,

ABCD ~ EGFD

Vamos a ver a continuacién que si dos rectangulos ABCD y A'B’C’'D’
son equivalentes, que se verifica
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En efecto, siempre podemos suponer que AB > A’B’, y tomando
ED = A'B’
y haciendo la construccion anterior, acabamos de ver que
EGDF ~ ABCD

y como por hipoétesis

A’B’C’'D’ ~ ABCD
mnos resulta que

EGDF ~ A’'B’C'D’

y como estos dos rectdngulos tienen un lado igual, de acuerdo con b)
se verifica

= A'B’

2
eS|

Pero siendo la recta AF paralela a la recta EC, de acuerdo con d)

bc DF

DE DA
esto es:

A"7"B G

o w

<on lo que queda demostrado.
Reciprocamente, supongamos que
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Hagamos una construccién semejante, tomando ED=A'B’, DF =B,
segun ¢), tenemos que las rectas AF y EC son paralelas y, por lo tanto,
los dos rectangulos son equivalentes.

Podemos resumir los resultados anteriores diciendo que la condi-
<10n necesaria y suficiente para que dos rectangulos ABCD y A’B’C’'D’
sean equivalentes, es que se verifique que

AB AD’

B’ 'XD‘

>
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Aplicando a este resultado d), nos resulta que la condicién nece-
saria y suficiente para que dos rectangulos ABCD, A’B’C’D’ sean equi-
valentes es que

m(AB) m(AD)

m{A'B’)  m(AD)

0, lo que es lo mismo, que
m(AB) m(AD) = m(A’'B’) m(A’D")
Conclusion: Se deduce de lo expuesto que es natural el asignar a

cada rectdngulo como 4rea el producto de las medidas de sus lados, ya
que esto caracteriza a los rectangulos de cada clase de equivalencia.
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