DIFERENCIAL COORDENADA DE UNA CURVA

Por-

AqQuiLiNno PErRez DE MaDRID

1. InTRODUCCION

Lo que pretendemos hacer es aplicar la Diferencial de un espacio
topolégico defmida por F. Botella Radudn, en su trabajo publicado
en la R. M. H. A. (ntmeros 1 y 2, 1961), al caso particular de que el
espaclo topologico sea una curva.

Demostraremos que la diferencial en un punto de la curva viene
representada por la expresion

—- - I &
dyz*e = uds + — u,ds.
e

Empezaremos por determinar y estudiar las particularidades que
presentan los elementos que después utilizaremos.

2. MoDO DE DEFINIR LA CURVA

La curva X viene dada por T, un intervalo cerrado y acotaao de
la recta real, y por f, una aplicacién continua de T en un espacio topo-
légico euclideo tridimensional. La aplicacion f es el conjunto de las
tres funciones reales y continuas o, = z,(f) , i = 1, 2, 3, I€T, que son

las componentes del vector—a:) = ~a:(t).
Para que la curva X sea una curva simple de Jorddn imponemos
— -_
la condicion de que z(l,) #= @(L) si f; 5% L.

La aplicacién f es un homeomorfismo.—Como es bien conocido, { es
funcién de la posiciéon del punto 2 gue pertenece a la curva X y esta
funcion #{x) es continua. En efecto, si {{z) no tendiese hacia I, =t (o)
cuando = - o, existiria una sucesion de puntos Jop’, zpeX, que tenderian
hacia 2, y para los cuales |{zp) — | > o > 0. Los numeros {zp) = ip
tendrian al menos un punto limite ¥, y entonces ocurriria que |I'—bh|>«.

A U le corresponderia z’ distinto de x, y, cuando Ip tiende hacia ¥, zp
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deberia tender hacia ’. {(z) es, pues, continua, y no solamente continua
sino tombién uniformemente continua (1).

La curva X es un espacio homeomorfo al espacio T que tiene la
topologia de la recta real.

Si las funciones x; = z(f), i = 1, 2, 3 admiten primeras derivadas
continuas y acotadas sobre T, la curva X es rectificable. El intervalo T
es el de extremos &, ¥ L.

t
La funcién F(?) =/t Va2 (1) + 252 (1) + 2’52 (1) di es continua, y tie-
1

ne funcién inversa uniforme y continua, por lo que establece una
correspondencia biunivoca y bicontinua entre los puntos de X y de T.
Hemos visto de nuevo que el espacio T es homeomorfo al X.
A partir de este momento consideraremos que las funciones x; = ()
i = 1, 2, 3 admiten, en T, derivadas continuas y acotadas hasta el
orden que se mnecesite.

-
Aclaracion.—Si v es un vector, al punto extremo del vector lo desig-
naremos por v.

3. GrurPOo TOPOLOGICO DE AUTOMORFISMOS DE UN ENTORNO DEL
ESPACIO TOoPoOLOGIco T

Teorema —El conjunto P de las proyectividades hiperbélicas que
tienen los puntos dobles fijos y caracteristica positiva forman grupo y
cada uno de los elementos del grupo transforma el segmento limitado
por los puntos dobles en el mismo segmento.

Demostracion: Si D, y D, son los puntos dobles y fijos de las proyec-
tividades de P, evidentemente son dobles en la proyectividad producto
de dos cualesquiera de P.

Si A y A’ son dos puntos homélogos de la proyectividad que tiene
por dobles D, y D, tenemos que |AA'D,D,| > 0 si Ay A’ estdn en el

interior

exterior
el interior y otro en el exterior. Cuando AE€D,D, y |AAD,D,| > o
A’€D,D,, ya que si A’€D,D, |AA’DD| <o.

Si dos proyectividades de P tienen caracteristica positiva, la pro-
yectividad producto también la tiene, ya que transforma punto interior
al segmentc D,D, en punto interior.

La transformacién inversa también pertenece a P, y como en P
tenemos incluida la identidad, resulta que P es un subgrupo del grupo
de las proyectividades entre series rectilineas.

del segmento D;D, y |AA’D,;D,| < o0 si uno d2 ellos estd en

Ezxpresion analitica del grupo P.—Tomaremos como origen el punto
medio del segmento D,D,. Respectivamente, las abscisas de D; y D,
serdn — h y h, v la de los puntos homoélogos A y A’, z y 2.

(1) VaviroN.—Théorie des fonctions. pag. 75.
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Como |AA’'DyD;| = k (k es un numero real, finito y mayor que
cero) desarrollando resulta:
— h(l + Kk)z + (1 — Ek)h?

(1 —k)z —h(l + k)

’

Z ==

Para &k = 1 obtenemos la identidad. La matriz asociada a estas pro-
yectividades es

—h(l + k) (1 — k)h?
v )

1—k — R(1 + k)

utilizando la matriz

A podemos ver lo ya visto, que el conjunto

de proyectividades P es un grupo.

|A| es distinto de cero si k& es un numero finito mayor que cero
y h es distinto de cero.

Si hacemos z = f — i, y 2’ = I* — I, obtenemos que la expresién ana-
litica de un grupo topologico de automorfismo del entorno Etoy (Ip — h,
to -+ h) viene dada por

— h(l + k) (f — &) + (1 — k)h*
(1 — k) (t — &) — h(1 + k)

(N "=t +

El grupo formado por estas transformaciones lo designaremos por
Plop y la transformacion (I) la representaremos por piopy.

Observaciones: (plopk)—' = plop{*[k) ¥ Phiy * Pohre = PPh(kika)e

El grupo Phby es topologico, pues evidentemente al conjunto de sus
elementos podemos asociarle la topologia que tiene todo subgrupo del
grupo de las proyectividades enfre ser‘es rectilineas o la topologia que
resulta al asociar al elemento piopy el punto de la recta real de abscisa Z,
0 < k < + . Es inmediato ver en este dltimo caso que se cumplen
el resto de las condiciones para que sea grupo topologico.

4. GRUPO TOPOLOGGICO DE AUTOMORFISMOS DE UN ENTORNO V0, DEL
ESPACIO TOPOLOGICO X

Si al entorno Efop de T le aplico f, obtenemos el entorno Vop del
punto zo, 2o = f(to).
Por la composicién de f y Ptop dada por el diagrama conmutativo

I‘zoh
& ———— "
| 4
pt |t @ z€x;t t€T
)
f t
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queda definido I'zop, que es un grupo topoldgico de automorfismos que
actuan sobre el entorno Vzon, Un elemento genérico de I'zop, serd el
~®opk. Al ir variando %o y h tenemos una familia de grupos topologicos
doblemente indefinida.

Si hacemos corresponder a plopy el y*opg, tenemos definido un iso-
morfismo entre los grupos Plop y Tzop, pero si a y*op; le ponemos en
correspondencia con el yz*op*y tenemos definido otro isomorfismo entre
los grupos T'zop y Tx*op*,

— - — —_
Al vector = z(l) le corresponde el vector z* =g(*),  y {* estdnliga-
das por la relaciéon (I).

5. EL ESPACIO FIBRADO TANGENTE B[B, p, X, Y, G, ¢] Asociapo A
LA CURvVA X

- —
La curva z = z(l) define X, (ue es el espacio base del fibrado.

La fibra Y es el espacio E*® {recta real).

B es un espacio homeomorfo al X X Y.

El homeomorfismo ¢ : (X X Y) — B estd definido de la manera
siguiente:

ozy) = (2, y @) , oX , yY¥ , t = f~¥a)

admitimos que ];’(t)l #* o.

B tiene una imagen en E3, que es una superficie reglada desarrollable
que tiene por arista de retroceso la curva X.

La imagen la podemos obtener utilizando la aplicacién dada por la
g|Xpresion

e =al) +y |20 |0,

Z es el vector tangente unitario.

G, debido a que damos solamente el homeomorfismo ¢, se puede
reducir a la unidad, ya que ¢~ * ¢ es la unidad. 3

La proyeccion p hace corresponder a todos los puntos situados sobre
una tangente de X su punto de contacto.

- p
(@, ylz'®)]) — =

El fibrado homeomorfo a un fibrado producto que tenemos definido
es un fibrado diferenciable.

Si queremos obtener fibrados que tengan la misma imagen en el
espacio E3 es suficiente temar otros que obligan a sustituir el grupo
estructural que tenemos por otro homeomorfo al L,, que es el grupo
formado por las matrices 1 X 1 de elementos reales.

En efecto, supongamos que T,y T, son intervalos tales que T,NTy 45
vy T,UT, = TsiteT, t = tu), si teTy I = {(v). Ahora aparecen dos homeo-
mosfismos ¢, ¥ @,

P1 di
Si ef(T,) de (z y) — (m,y |=(2) |

) y cuando 2¢f(T,) de (z,y) —
du
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? - dit .
—: (w,y l(?) l—d—-—) . @1z Y @az 800 respectivamente las transformaciones
v

_ - dt 5 dt
y=yl't)—,y =yl I—d-- , ¥ de aqui ya es inmediato ver lo
du v

dicho. Tendremos un espacio fibrado principal cuando la fibra sea el

grupo topologico G, y entonces el grupo estructural es isomorfo ak
grupo L,.

Para dar el homeomorfismo ¢ también podriamos wutilizar z;{f),
siempre que 2’; %~ 0.

6. GRUPOS TOPOLGGICOS DE AUTOMORFISMOS DE p—(VZ0p), ISOMORFOS
A I'zop QUE NOS TRANSFORMA LA FIBRAL p—i(z) EN LA p—Yz*)

La transformacion Hezop,;,, queda definida de la forma siguiente:
— —
(@, | (t) | y) —> (@*, | 2(*) | ya)
z, x*eVaoy ; Li*eEloy 5 2* = x* [z, h, k]
Si Hamamos G’ al grupo formado por las transformaciones

-
— e
j=——ay
—_
()]
{(a es un numero real arbitrario), vemos que la transformacion Hxop, .,

es una de las obtenidas por medio de los grupos topolégicos I'top y G’,

Las transformaciones Hxop,,, forman el grupo topolégico H#op,, que
transforma fibral en fibral.

k
Si donde pone @, ponemos ; tenemos los subgrupos
1
Hzop,;, = Grop,

Hacoh,1 = (GZop

ga:oh k
y si Hamamos { __ ’ a uno de sus elementos, resulta que
g%,k
‘ (gmoh:k)_l = gh:]'/k
o V (gooni)=t = g
Y
% GZOhskr - G¥OR,ks = G%Chy(kik2)
POk - Ghks = %%, (kika)
G%Oh, ke

Al poner en correspondencia

— CON Y%0h, i VEmos que los grupos
G%%h,k
Gwoh

topolbgicosg — Yy T=op son isomorfos.
Gﬂoh
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Geop,
En la imagen del fibrado que tenemos en E2 por % _ pasamos de
Gzop
- - —
> - gzt = x(l*) + kyz'(l")
Yy = z(l) + yo'(i) a - - ->
yz" = x(t*) + ya'(t")

7. PREFASCICULO SOBRE UN ESPACIO TOPOLOGICO Z, PARA {uzp{ Y
FASCICULO CORRESPONDIENTE

Definimos el prefasciculo JAzn uzn ®z}. Az es un grupo topolégico
de transformaciones univocamente asociado a Uzp.

El elemento de Az, viene representado por azng.

Si h y z permanecen fijos, tenemos todos los elementos del grupo
de la familia que actia sobre el entorno uzn, que contiene el puntc z que
pertenece a Z.

Sobre el vacio actiia el grupo trivial definido por la unidad.

El entorno uzp pertenece a un sistema juzp| de entornos de Z. Si z es
fijo tenemos up subconjunto filtrante descendente de entornos que
forman un conjunto dirigido.

La ordenacion lincal es tal que u?%p; = uZh, si hy > h,, y entonces
Uzpy D UZp,.

Dos grupos arbitrarios de la familia Azp sor isomorfos. Al elemento
azpy le corresponde el a?*p* . % representa a los isomorfismos: wZpns:
: Azp, - Azp, para hy > h,, de forma que opyhg © Ohiha =0hihs SL Ry, > by > R,
es decir que up, 2D Uhy D Uhg.

Este prefasciculo nos define un fasciculo del cual vamos a determinar
la hoja asociada al punto z, que es lo que nosotros necesitamos.

Para cada z tenemos que caleular el limite directo del sistema directo
de grupos }Azh up? ¢ que es la hoja Az, asociada al punto z, del fas-
ciculo.

3 Az = H{azhk, ya que si azpr lo asoc’amos al punto (h,k), puede

ocurrir que dos elementos azny representen la misma transformacion;
pero no estdn en correspondencia con el mismo punto.

El grupo cociente ZAzy/R = Az queda determinado por la relacién
de equivalencia R. Para que dos a%y sean equivalentes, respecto R, tiene
que OCUrrir que ?hihs (A%hik) = WZhohs (A%hshe) S1 Ry > hy> hy; luego ky=k,.
Pertenecen a la misma clase los az,; que tienen los mismas z y k.

Este grupo Az es isomorfo a uno cualquiera de los grupos de la familia
Az’ El isomorfismo hace que a az*py le corresponda la clase | Qzni!.
Nos queda afladir que & y k son numeros reales finitos que cumplen la
condicion de que 2 > oy k > o.
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8. DIFERENCIAL COORDENADA DE LA GURVA X, RESPECTO AL FIBRADO B.

T'zop
Si suponemos Z = X, que Az, es Gxop y que uzop = Vzop
Gaopy
tenemos definidos los prefasciculos
; I‘moh’ Vaxop, wro §
; G:z;oh, Va:oh, Lo ‘

} Gaop, Vzop, wwo {

G{EOh
5( - se calculan con I'wop y Ia restriccion de ¢ a Vzop,
xop
F:UO
Las hojas de los respectivos fasciculos son { Gzo
GJ)O

Los grupos I'zo, Gazo y Ggo son isomorfos.
§¥@on b~} gEonk § ~ | guonk |

al ir variando k tenemos todos los elementos del grupo. Estos tres fas-
ciculos son puntualmente isomorfos, o sea son fasciculos isomorfos con
identidad en la base. -

Intimamente ligados al punto o, tenemos los grupos T'zo, Guzo ¥ Guo.
Dos diferenciales coordenadas de la curva X respecto al prefasciculo
jTop, Vzop oo y respecto al fibrado tangente B, son Gao ¥ Gro que son
las hojas de dos fasciculos puntualmente isomorfos.

9. INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS

Esta interpretacién la hacemos en la imagen del fibrado situada
en el espacio E?, y lo que veremos en ella es la interpretacién del grupo

Tz asociado al punto @, y de los grupos Ggzo ¥ Gzo asociado a zo, cuando
la distancia maxima entire dos puntos de los entornos Vzop tiende a cero.

Para hacer esto tenemos que dar a ¢ el valor &, fijar & y hacer que h
tienda a cero en las expresiones

— Bl + k) —1) + (1 —K)R
=1+ , T = a(l)
1— k) (t — fo) — h(1 + k)

(
- - — - ——>; .
Yo' = z(t*) + yk2'(t*) , yz* = z(l*) + y2'(l")
LP'ybeElop, ; z,2'ydoeVeop;0< bk <+ 0;h>0

que son las que determinan de manera efectiva los grupos I'zo, Gazo

Y Exo.
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Sit = i queda:
k—1
kE+1
—> - — —> >
Yoo® = w(bo*) + Yk x'(l*), Yzo" = z (le”) + yx'(lo*)

- —
Observacién.—Todos los calculos que hagamos con Yae* = z(b*) +
— ~
-+ yhkz(fp*) para ver como actua el grupo Gz, podemos utilizarlos para

- -+
b* =% +ch,c = ,—1<C<1,wa*=$(t*o)

estudiar lo que ocurre cuando actia el grupo Ggo, ya que tnicamente
hay que poner la unidad donde hay una k.

Modo de representar el grupo I'zo.

- - — — —

z*6 = z(lo + ch) = x(l,) + ch z'{l) + O(h?)

—5 -> ~>

T*o — To = chx'(fp) + O(h?), ch = t'g — I = Al

el grupo puede quedar representado por la expresidop dzo* = z'(fp)dlo
cuando h — o.

No depende del elemento utilizado del grupo, ya que & tiende a ceto
de forma completamente arbitraria. Esto no es cierte si ¢ = 0, y en-
tonces empleamos el elementc unidad del grupo.

Para pasar de 7" a zo utilizamos una traslacion «nfinitesimaly. La
direccion de la traslacion es la dada por la tangente en el punto .

Modo de actuar el grupo Gago.
. - —> — — -
De yxzo pasamos 8 Yuo* siendo yYzo = z(k) + yz’'(fo) , Yzo* = 2(lo*) +

+ yk_x)'(to*), pero
—> — - —> - -
Yuo* = 2(lo) + yk z'() + ch [x'(l) + yk z"'(l)] + O(h?)
—_—

Yo' — G = ylk — 1) 2{Io) + ch [2/(lo) + yk 7(lb)] + O(h?)

si suponemos que el paramefro es el aico, es decir, si hacemos { = s
queda

— - - 1 -
Yo — Yro = [ylk — 1) + As] u, + yk — u, As + O(As?)
[

?

- _—
u, y U, son, respectivamente, los vectores unitarjos tangente y normal

a la curva X.

La interpretacion de Gzo cuando 2 —o0 cs el paso de yzo 8 Yxo™, que
se reduce a una traslacién de direccion la tangente y a un giro «infinite-
simal».

Modo de representar el grupo Gao.—Si seguimos con las hipétesis
anteriores y hacemos k = 1, queda

- — 1—> -
Yzo* — Yzo = Uy AS -+ J—u, As + O(As?)
e



— 06 —

Si estudiamos como actua el grupo Ggo sobre un punto situado en

la tangente trazada en xo y que dista la unidad del punto de contacto,
queda

— — - 1
Yzo® — Yxo = WAs + — 1,As + O{As?)
e

-
y el grupo Ggo podemos representarle por la expresion unica

— - 1
dyze* = u,ds + — u, ds.

e
Luego una interpretacion de la diferencial en z, para el Groyt=s,

cuando s6lo considero la actuacién de Ggo en un punto particular de

— —
la fibra es ds u; + — ds u,. Como habiamos indicado.
P





