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SOBRE LA FORMA CANÓNICA DE JORDAN,
CORRE.SPONDIENTE A UNA MATRIZ CUA
DRADA Y LAS MATRICES NO SINGULARES

QUE RELACIONAN A AMBAS

por-

ANTONIO VALLE SANCHEZ

El estudio de la forma canónica de J ordan J, correspondiente a
una matriz cuadrada A, está efectuado de un modo completo en nume
rosos textos. Como ('8 bien sabido, A y J son matrices semejantes,
es decir, existe alguna matriz cuadrada P del mismo orden que las
anteriores y además no singular, tal que

A = P J p-l (1)

Diversas cuestiones matemáticas plantean la necesidad del cálculo
no sólo de J, sino también de una matriz P que verifique (1). Al afirmar
esto pensamos de un modo concreto en el problema de la integración
elemental de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales (*):

dy __
- = A(x)y + f(x)
dx

(2)

en el caso especialmente interesante de ser A(x) una matriz numérica.
Por otra parte, el mismo problema de la construcción efectiva

de J, utilizando la teoría de los factores ínvar'antes y divisores elemen
tales de A, resulta tan laborioso que en general es difícilmente practí
cable cuando el orden de A es superior a 3.

No es fácil tampoco, a cuanto nos consta, encontrar un estudio
sistemático y al mismo tiempo elemental de la obtención de una matriz
P, cuando la matriz A presenta autovalores rn'últiples.

Nos ha parecido que puede tener interés, en conexión con el pro
blema (2), recoger las dos cuestiones anteriores tratándolas sin más
conocimientos que los relativos a las propiedades elementales de los
espacios vectoriales de dimensión finita (").

(') Un estudio completo de los sistemas y ecuaciones diferenciales lineales, puede
encontrarse en el texto: LeCCIOnes sobre ecuccrones dtterenctates ordinarias¿ del Profesor
Dou MAS DE XEXÁS, al cual remitimos al lector. Véase concretamente el cap. llI.

(") Véase por ej., P. ABELLANAS: Elementos de Matemállca
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Comprendemos que en los procesos físicos o técnicos lpg'idos por
'listemas de la. forma (2), las primeras necesidades que se plantean son
las relativas al cálculo aproximado de autovalores que caen de lleno
en el ámbito del Análisis Numérico; es nuestra intención tratar, en
ocasión próx'rna, algunos aspectos elementales del mismo. En la pre
sente nota nos limitamos, como queda dicho, a suponer conocidos
todos los autovalores da A.

Eíectuaremos el estudio suponiendo que las matrices que aparecen
están constituidas por elementos del cuerpo complejo C, que presenta
la ventaja, en cierto sentido, sobre el cuerpo real de ser algebraica
mente cerrado.

Admitimos como punto de partida de este trabajo el siguiente (••• ):

TEOREMA DE JORDAN.-Si es A una matriz cuadrada de orden n cuyos
elementos son números complejos, existen otras dos matrices del mismo ti:
po: J, que se denomina forma canónica de A, es matricialmente diago
nal, siendo cajas construidas con los aufovalores de A las matrices que la
constituyen y está unívocamente determinada por A salvo el orden de las
rajas, y P no singular, tal que A, J Y P están relacionadas por (1).

1. Determinación de J.

Consideremos la ecuación característica de la matriz A:

det(A - Al) = O (3)

ecuación algebraica de grado n, cuyas raíces distintas denotaremos por:

r <; n (4)

y, como de ordinario, llamaremos valores propios o autovalores de A.
Sean sus multiplicidades

(5)

Según el teorema de Jordan, la estructura de J es la siguiente:

J=

o"
'<,

K1S1

O..
KZZ

(6)

(* * *) En lo relativo a la terminologia y notación, nos ajustaremos en lo posible a (').
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donde si ns» ;;. 1, representa la dimensióu desconocida de una caja
genérica KM de .J, es:

Kh1í=('" ~ 1," )= Ah In + t., ,
, 1 hk hk

Ah

(7)

In es la matriz unidad de orden Igual al subíndice, y Ln otra matriz
hk hk

del mismo orden cuyos únicos elementos no nulos e iguales a la unidad
son los situados en la primera paralela a la derecha de la diagonal prin
cipal. Se verifica

r S¡
1: Sh <; n, 1: n¡k = m¡

h=l h=1

SI S2 S,

1: nlk + ~ n 2k + + ~ nrk = n (R)
k=1 k=1 k=1

Las incógnitas del problema son, naturalmente, los números SI' 8 2, .,., Sr,

que indican las cajas que figuran en .1 correspondientes a cada auto
valor y sus dímenslones nM, De (1) se deduce, cualquiera que sea el
autovalor Ai,

A - A¡I = P(.1 - ArI)P-l

y en ¡,ener31 para todo n natural:

(9)

Obsérvese que (9) implica rango ('1\ - A¡I)n = rango (.1 - AiI)n.
Por comodidad de notación, vamos a razonar con el autovalor Al'

Se tiene:

(10)

o i, '1 n"
o

o t1o 1 'ó nl2

1'10 10,1
1 nl,s1
o

~1-~1 t, J
"~:~I 11.,

1",
1~1->" 1"

"25.<. 'f
~'-~

, -,

o i
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El numero de cajas unidimensionales es justamente: s¡l') - Sl(')

El numero de cajas bidimensionales es justamente: Sl(2) - Slla)

....................... , " (l6)
El numero de cajas (hl-1)-dimensionales es justamente sl(hl-

l) - Sl(hl)

El numero de cajas n, -dimensionales es justamente sl(h1)

No hay cajas de orden mayor que h l •

Los números Sl(l), Sl('), • oo, s1(h1)
S.(l), s.('), .. , 8.(h.)

determinan unívocamente J, salvo el orden de colocación de las cajas

n, Determinación de P.

1. Planteamiento del problema. Vectores propios de un endomorfismo.

Conocida J, consideremos la ecua ción matricial

AX = XJ (17)

Evidentemente, toda matriz P que cumpla (1) es solución de (17); recí
procamente, toda matriz cuadrada de orden n, solución de (17) Q,
tal que det Q * O verificará (1).

Desde luego, la existencia de soluciones de (17) queda garantizada
por el teorema de Jordan.

No se trata aquí de estudiar la solución general de la ecuación matri
cial (17), sino simplemente de encontrar soluciones no singulares de ella
cuya obtención sea lo más cómoda posible (•••• ).

La hipótesis de ser Q una matriz solución de (17), implica, llamando

a los vectores de sus columnas qt,. ,qTt11' (]n11+1, '" ql111+111" ...

qT!11+ I112+'" +11181, .. :qI111+ " +11181+1121"" la verificación por éstos de las
siguientes «cadenas» de sistemas de ecuaciones lineales:

Aql = A;¡¡t, Aq' = Alq' + ql. . Aql111 = A1ql111 + ql111-l.

(18)

....... '" Aql111+I112+"'+l1l81 = A&I111+"'+11181 + QI111+"'+l1l8t-1

Cadenas análogas se obtienen para los demás autovalores.
Las primeras ecuaciones de las cadenas (18) permiten afirmar que

(•••• ) Para un estudio detenido de la ecuación (17), véase por ejemplo MAC DUFFFE:
The theory af matrices, Cap. VIII.
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los vectores ql; qnll+" .. ,qnll+n12+···+nISI_I+I, son soluciones del sis
tema lineal homogéneo:

(19)

(20)

A los vectores q=1= Oque gozan de la propiedad de transformarse
en otros proporcionales a ellos, mediante un endomorfismo del espacio
vectorial IVn,C) se les denomina vectores propios de dicho endomor
ñsmo,

Sea

la expresión analitrca del endomorñsmo, respecto de una cierta base
del espacio vectorial, a los vectores propios del endomorfismo los llama
remos también vectores propios de la mati íz A. Según (19), los vectores
de las columnas de º que ocupan puestos homólogos de las columnas
iniciales de las cajas de J son vectores propios de A. Por otra parte,
es evidente que todo vector propio de (20) verifica

(A - Al)x ='0 (21)

y como este SIstema lineal homogéneo posee solución no trivial cuando
y sólo en el caso de ser det (A - Al) = O, resulta que todos los vec
tores propios de (20) se obtienen de (21), cuando A es alguno de 16s auto-

valores de A. Los vectores (ji, qnll+l, .. , -qnll+' .. +nlbl_l+l son vec
tores propios de A, asociados al autovalor Al'

Examinemos ahora las segundas igualdades de las cadenas (18).

En virtud de ellas, los vectores q2, qnll+2, ... , qnll+"·+nlSl_l+2, re
sultan ser soluciones de los sistemas lineales no homogéneos:

(A - A1I)x = (ji

(A - AII)x = q.'l1l+1

(22)

y teniendo presente que los segundos miembros son por construcción
soluciones de (19), los vectores de las columnas ahora conslderadas
habrán de ser en definitiva todos ellos soluciones de

(23)

Recíprocamente, sea q una solución no trivial de (23) que no lo

sea de (19); evidentemente q verifica

dondt"
(A - AlIja; = p*-O

(A - AII)p = O
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lo que equivale- a afirmar que q es solución de un SIstema del tipo (22)
y puede, por tanto, servir como segunda columna de alguna de las cajas,
correspondientes al autovalor Al' de una matriz Q.

Las terceras igualdades de las cadenas (18) nos conducen a afirmar

análogamente que los vectores -¡¡a, qnll+a, ,son soluciones de

(A - Al l )3x = 0, etc. (24)

Interesa, pues, estudiar los sistemas homogéneos

(A - All)a: = 0, (A - A21 ) 2a: = O...., (A - Al l )h
1x = O (25)

Y para nuestro propósito de obtener Q no singular, será esencial la posi
bilidad de encontrar soluciones linealmente independientes de los sis
temas (25).

2. Variedad lineal asociada a un auioualor, Cadena de variedades lineales
ampliaciones de ella.

POI' ser rango (A - All) = r l {l J, las ecuaciones (19) representan
en (Vtu C) una variedad lineal de dimensión n - rl (l ) = Sl(l), que diremos
asociada al autovalor Al y denotaremos con VS1\1) Cada elección de una
base de ella proporciona Sl(1) vectores propios linealmente indepen
dientes asociados al autovalor considerado.

Por ser rango (A - Al l ) 2 = rl (2) = n - Sl(l) - Sl(2), las ecuaciones (23)
representan otra variedad lineal de dimensión 81(1) + 81(2) : VSl ( l ) + Sl(2).

Como trivialmente, toda solución de (19) lo es da (23), se tiene una pri
mera relación de inclusión:

(26)

Prosiguiendo de modo análogo, se obtiene asociada al autovalor Al

una cadena expansiva de variedades ampliaciones de la variedad aso
ciada, que naturalmente contiene un número finito de eeslabones», por
ser finita la dimensión del espacio vectorial.

Como se ve, en V Sl(1)+bl(2) pueden elegirse otros S1(2) vectores lineal
mente independientes entre sí y de los de VSl(l); bastaría para ello tomar
los de una base arbitraria de una subvariedad VeS1(1) complementaria
de V Sl(l) en V s l(l)+Sl(2). Esta observación es fundamental dado el ca
rácter no singular que se desea para Q.

Un razonamiento análogo puede hacerse en el paso de cada variedad
a la siguiente en la cadena.

En la práctica debe procederse de la siguiente manera: construida
la cadena (27), se toman en su última variedad sl(h1) vectores linealmente
independientes, no contenidos en la variedad inmediata anterior y se
adoptan como columnas de la matriz que deseamos construir ocupando
puestos homólogos a los de las últimas columnas de las cajas de dimen-
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sión !JI de J, correspondientes al autovalor Al' Las columnas necesarras
para completar las homólogas a las de estas cajas, se obtienen sin más
que multiplicar las anteriores, por (A - A} 1), (A - 1.11) 2, ... , (A - AlI)hl-

l,

respectivamente.
Se pasa a las cajas de dimensión una unidad inferior si las hay;

entonces en V Sl(1)+Sl(2)+'''+Sl(h¡-1) se podrán tomar sl(hl-l)_Sl(hl) vecto
res linealmente independientes entre sí y respecto a .los sl(h1) obte
nidos en la etapa anterior, debiendo además no estar contenidos en
VSl(l) + Sl(2) + .•• + sl(hl-

2); multiplicados por las sucesivas potencias de
(A - AlI) hasta la de orden !JI - 2, se completan las columnas
necesarias para esas cajas.

Se repite el proceso descrito, a partir de cada variedad de la cadena,
hasta llegar a hacerlo con Vs¡(1l.

Es importante observar que en cada una de las elecciones de vec
tores efectuadas en las variedades de (27), aparece un factor arbitra
rio (:;t: O) de proporcionalidad que se refleja en las columnas generadas
a partir de cada una de ellas; se obtienen, pues, infinitas soluciones
de (17), aunque no todas, pues es posible una elección arbitraría de
las bases en las variedades de (21) y factores de proporcionalidad de
todas las columnas correspondientes a las de una misma caja de J.

3. Carácter no stnquiar de las matrices Q obtenidas.

E;I proceso constructivo que acabamos de describir implica eviden
temente la independencia Iineal de las columnas de Q correspondientes
a una misma cadena de las asociadas a cada autovalor de A, así como
la de las columnas correspondientes a distintas cadenas asociadas a un
mismo autovalor.

Para completar la prueba de la no síngularidad de las matrices Q,
vamos a demostrar el siguiente

LEMA.-Los vectores propios asociados a distintos autovalores de A
son siempre linealmente independientes.

DEMOSTRAClóN.-Sean Al' 1.2, 1.3, •• , Am autovalores distmtos de A

y v" v2, , Dm vectores propios asociados a cada uno de ellos. Proce-
damos por mducción.

Desde luego, VI :;t: ¡f

Supongamos que v;., V. ,Vii, le < m son linealmente independientes

y vamos a probar que también lo son V1> v2 ,V/{, V¡'+l' En efecto,
de admitir una relación

c¡V¡ + C2V2 + +cj,v/, (28)

donde alguna CI ha de ser no nula, ya que ¡;k+l :;t: 0, se obtendría mul
ti plicando por A:

(29)
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O, de la hipótesis de inducción se sigue

CIAl = c2A2 = . = CI,Ak = O

y como todos los autovalores son distintos, habria de ser

Cl = C2 = .. = c« = O

en contradicción con (28); si Ak+l =1= O, de (29) se obtiene

(30)

A, _
VI,+, = Cl -- VI +

A/¡+l

Ak _
+ Ck-- VI¡

Ak+l

(31)

y comparando con (28), resulta para todo 1 <: i <: k,

Al
Cl = Cl --, o sea CI(Ak+l - Al) = 0,

Ak+l

de donde Cl = O contradicción nuevamente.
Podemos ahora enunciar el

TEOREMA.-Toda matriz Q construida como se ha descrito en II, 2,
es no singular.

DFMosTRAcrÓN.-Supongamos que existiese una relación de depon
dencia lineal entre ciertas columnas de Q,

cuqU + c12q12 + .. + CIÍlqlll + c2;-<l21 +. + c2i2Q2i2+ . = O (32)

donde el primer subindice de las constantes indica a qué autovalor

está asociado el correspondiente vector q. Además, todas las cn« no
pueden ser nulas.

Multiplicando (32) por una potencia conveniente de (A - 1.11), a"
se obtiene una igualdad de la que han desaparecido todos los vectores q,
cuyo primer subíndice era uno:

(33)

multiplicando ahora por una potencia conveniente de (A 1.21), a2'

y teniendo presente que (A - 1.11)al y (A - 1.,1) a 2 son conmutables,

se logra hacer desaparecer los vectores -¡¡ asociados a 1.2 , Reiterando el
mismo artificio se llega a que uno de los vectores propios correspondien-

tes al autovalor A, habría de ser 0, lo cual es imposible.

HI. Ejemplos.

Exponemos a continuación, en detalle, varios casos de cálculo de
la forma canónica de Jordan y de una matriz P, correspondiente'> a
matrices A con autovalores múltiples.
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(6 - 6 5)
A = 13 -12 9, det(A - Al) = - (1 +

6 - 5 3

(7 - 6 5) (1A + I = 13 -11 9, (A + 1)2 = 2
6 - 5 4 1

(A + I)a = 0, r(1·) = 2, r(2) = 1, r(a) = 0,
8(1) = 3 - 2 = 1, 8(2) = 2 - 1 = 1, 8(a) = 1 - °= 1,8(4)

Número de cajas unidimensionales: 8(1) - S(2} = O.
Número de cajas bidimensionales: S(2) - s(a) = O.
Número de cajas tridimensionales: sta) - S(4) = 1,

la torrna canónica es en consecuencia:

J = (-5 -~ ~).° 0-1

Variedad lineal asociada al autovalor

en forma paramétrica:

... = O.

~ ~~~~t
~ xa = t

Cadena de variedades construida a partir de V1 :

De (A + 1)2X = Ose obtiene el hiperplano Xl - X 2 + Xa = O, o sea

~
Xl = t1 - t2

V2 XI = t1
3)a == t2

De (A + I)ax = O se obtiene el espacio vectoríal completo Va' Deter
minemos una variedad VC1 complementaria de V2 , en Va: puesto que dos
vectores linealmente independientes y pertenecientes a V2 son, por

ejemplo ( 1) (1)
5 ~, una base de VC¡, puede ser ( ~ )

_ ° ,en consecuen-
cia todo vector de ella, salvo el 0, puede adoptarse como tercera columna
de una matriz P. Las dos restantes serán

(A + 1) ( $)= ( 1~~) EV2, como segunda, y

(A + 1)2 ( g) = ( 2~) Ev., para la primera.
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En defmitiva:

(

- 1'- - 61'
P = -21'- -111'

- 1'- -51'-
t), 1'- arbitrarío, no nulo.

(

6 - 6
A = 14 -13

7 - 6

A+ 1= (l~

2. 18), det(A - Al) = - (1 + A)8,4 .

1~ 19), (A + 1)8 = O.

r(l) = 1, 1'(8) = O; S(l) = 3 -- 1 = 2, S(8) = 1 - O = 1, S(8)

Número de cajas unidimensionales: SIl) - S(8) = 1.
Número de cajas bidimensionales: S(2) - S(8) = O.
La forma canónica es

oo. = o.

Xl = 6tl - 5ta
X a = 7tl

x8 = 71a

Variedad lineal asociada, Va == 7xl - 6xa + 5xa
paramétrica:

O. En forma

aquí (A + I)a;;; = "O es todo el espacio vectorial tridimensional; busque
mos una variedad VC l complementaria de Va:
Como dos vectores linealmente independientes de Va son ( z) (-~)

una base de VCl puede ser ( O )

~ ,en consecuencia, VCl = ( ~ )

_ A Y cual-
quier vector de ella salvo °puede tomarse como tercera columna de las
matrices P. La segunda será

(A + 1) ( ~ ) = ( 2t) EVa'

Eligiendo en Va un vector linealmente independiente con éste, por
ejemplo:

"( z), se tiene en deñnítíva P =

distintos de cero.

(
6 1'- - A 0)
71'- -2A A, A Y 1'- arbitrarios pero
O - A A

3. o 2 6 7
A = (2 3 - 6 -10), det(A - Al) = (A - 2)8 (A - 3).

-4 -1 14 19
2 1-6-8
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Estudio del autovalor 2:

A -21 =
-2 2 6 7

(
2 1 - 6 -10)

-4 -1 12 19
2 1 - 6 -10

-2 -1 6 10
(A - 21)2 = (2 1- 6-10),

-4 -2 12 20
2 1 - 6 -10

r1(1 ) = 2, r1(2) = 1, r1(3) = 1; Sl(1) = 4 - 2 = 2, 81(2) = 2 - 1 = 1,
S1(3) = S1(4) = '" = O.

Número de cajas urudímensíonales correspondientes al autovalor- 2:

s¡(1l - S1(2) = 1.

Número de cajas bidimensionales correspondientes al autova,lor 2:

S1(2) - Sl(3) = l.

Sin necesidad de estudiar el otro autovalor, puede afirmarse que
la forma canónica es

2 O OJ=(O 21
O O 2
O O O

O

g)'
Variedad lineal asociada al autovalor 2:

En forma paramétrica:

I
X 1 = 3t1 + 9t2

x2 = '.2t2
X 3 = t1
X 4 = 2t 2

Cadena de variedades construida a partir de Va:

De (A-2I)2x=O se obtiene el hiperplano -2x1 -Xa + 6x 3 + l Oz, = O,
o sea V3 :

ordenadas en V3 son ( oI) (2~).
Un tercer vector linealmente índe-

Necesitamos conocer una subvariedad Ve1 complementaria de V2, en V3 •

Una base de V 3 está constituida por los vectores ( y) (~)

O 2, cuyas co-
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pendiente con éstos será ( 1 )

g ,cuyas coordenadas en el espacio vecto-
rial son 1

(-g )y es fina base de v-. Todo vector de la forma ( A-8" ),
menos o, servirá como tercera columna de una matriz P.

( A) (-6/.)
(A - 21) -r = -~A e:V2 ,

cualquier vector de este tipo, distinto de Ovale como segunda columna
de P. Tomando en V2 un vector linealmente independiente de éste, como

9(1.

(g: )se tienen finalmente todas las columnas de P correspondientes
al autovalor.

Para A2 = 3:

A-3I
-3 2 6 7

(
2 O - 6 -10).

--4 -1 11 19
2 1 - 6 -11

Variedad asociada Vl:

~
-3Xl + 2x2 + 6xa + 7Xl = O

2x l - 6xa - l Oz, = O
--4xl - X 2 + llxa + 19x4 = O

En forma paramétríca:

Xl = i
X 2 =-t
Xa = 2t
'V4 = - t

Por lo tanto,

9(1. -6A

(
2 (1. O

P = O -2A
2¡.t O

A
-2A

O
O

- ~)
2v

-v

A, (1. Y v, arbitrarios, pero distintos de cero.

4.

(

2 O
O 2

A = O 1
O O
O O

g g 1), det(A - Al) = (2 - A)5.
O 2 O
O O 2
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(

O U U O 1) (O U O O O)00001 00000 '
= O 1 O O O • (A - 21)2 = O O O O 1 ,(A - 21)2 = O

O O O O O O O O O O
O O O O O O O O O O

1'(1) = 2, r(2) = 1, 1'(21 = 0;,8(1) = 5 -- 'f, = 3, S(2)

~(.) = 1 - () = 1, ~{4} = s(ó) = = (),

Número de cajas unidímensionales: S(l) - S(2) = 2.
Número de cajas bidimensionales: S(2) - S(2) = O.
Número de cajas tridnnensíonales: S(3) - S(4) = 1.
Por tanto,

e
o o o

DJ ~ ~
2 O O
O 2 1

° O 2
o O o

Variedad lineal asociada:

En forma paramétrica:

2-1 1,

Cadena de variedades formada a partir de V3 : de (A - '2I)"X = O
resulta el híperplano x5 = O, o sea

(A - 21)3;; = O es ya, aquí, todo el espacio vectorial.
Una variedad complementaria de V. es
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Tomando en Va otros dos vectores linealmente independientes entre
sí y del anterior se tiene

( b g g ~ g )
p= 00000 .

O v O O O
O O O O A

A, [1., v, arbitrarios pero distíntos de cero.
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