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SOBRE LA FORMA CANONICA DE JORDAN,

CORRESPONDIENTE A UNA MATRIZ CUA-

DRADA Y LAS MATRICES NO SINGULARES
QUE RELACIONAN A AMBAS

por-
ANTONIO VALLE SANCHEZ

Fl estudio de la forma candnica de Jordan J, correspondiente a
una matriz cuadrada A, estd efectuado de un modo completo en nume-
rosos textos. Como es bien sabido, A y J son matrices semejantes,
es decir, existe alguna matriz cuadrada P del mismo orden que las
anteriores y ademds no singular, tal que

A =P J P (1)

Diversas cuestiones matemadticas plantean la necesidad del caleculo
no sélo de J, sino también de una matriz P que verifique (1). Al afirmar
esto pensamos de un modo concreto en el problema de la integracién
elemental de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales (*):

dy o
— = Alr)y + f(=) (?)
dw
en el caro especialmente interesante de ser A(z) una matriz numérica.

Por otrs parte, el mismo problems de la construccién efectiva
de J, utilizando la teoria de los factores invariantes y divisores elemen-
tales de A, resulta tan laborioso que en general es dificilmente practi-
cable cuando el orden de A es superior a 3.

No es facil tampoco, a cuanto nos consta, encontrar un estudio
sistemdatico y al mismo tiempo elemental de la obtenciéon de una matriz
P, cuando la matriz A presenta sutovalores miltiples.

Nos ha parecido que puede tener interés, en conexién con el pro-
blema (2), recoger las dos cuestiones anteriores tratandolas sin més
conocimientos que los relativos a las propiedades elementales de los
espacios vectoriales de dimensién finita (**).

(*} Un estudio completo de los sistemas y ecuaciones diferenciales lineales, puede
encontrarse en el texto: Lecciones sobre ecuaciones diferenctales ordinarias, del Profesor
Dou Mas pe Xkx4s, al cual remitimos al lector. Véase concretamente el cap. III.

(**) Véase por ej.,, P. ABerLanas: Elemenios de Malemdlica
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Comprendemos que an los procesos fisicos o técnicos 1egidos por
sistemas de la forma (2), las primeras necesidades que se plantean son
las relativas al calculo aproximado de autovalores que caen de lleno
en el ambito del Analisis Numérico; es nuestra intencién tratar, en
ocasién proxima, algunos aspectos elementales del mismo. En la pre-
sente nota nos limitamos, como queda dicho, a suponer conocidos
todos los autovalores de A.

Efectuaremos el estudio suponiendo que las matrices que aparecen
estdn constituidas por elementos del cuerpo complejo C, que presenta
la ventaja, en cierto sentido, sobre el cuerpo real de ser algebraica-
mente cerrado.

Admitimos como punto de partida de este trabajo el siguiente (***):

TeEOREMA DE JORDAN.—Si es A una maltriz cuadrada de orden n cuyos
elemenlos son niimeros complejos, existen olras dos matrices del mismo ti.
po: J, que se denomina forma candnica de A, es matricialmente diago-
nal, siendo cajas construidas con los aulovalores de A las matrices que la
conslitugen y estd univocamenie determinada por A salvo el orden de las
cajas, y P no singular, tal que A, J y P esidn relacionadas por (1).

I. Determinacion de J.

Consideremos la ecuacion caracteristica de la matriz A:
det(A — ) =0 (3)
ecuacion algebraica de grado n, cuyas raices distintas denotaremos por:
Ay Mgy ey Ar r<n {4)

y, como de ordinario, llamaremos valores propios o autovalores de A.
Sean sus multiplicidades

my, My, ..., Mr (5)

Segun el teorema de Jordan, la estructura de J es la siguiente:

(8)

Krap

(***) En lo relativo a la terminclogia y notacién, nos ajustaremos en lo posible a {*).
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donde si npr > 1, representa la dimension desconocida de una caja
genérica Kpp de J, es:

a1
M1
K= = A Inhk + thk , 1 <h<r {7)

L1
. AR

I,,,lkes la matriz unidad de orden 1gual al subindice, y L, otra matriz
hk

del mismo orden cuyos tnicos elementos no nulos e iguales a la urudad
son los situados en la primera paralela a la derecha de la diagonal prin-
cipal. Se verifica

r $;
2 sh<h, L ng=m
h=1 h=1
8 Sy 3
2 ngp+ X onmp+ X nmk=n (8)
k=1 k=1 k=1
Las incégnitas del problema son, naturalmente, los ntimeros sy, 8y, ..., Sr,

que indican las cajas que figuran en J correspondientes a cada auto-

valor y sus dimensiones nax. De (1) se deduce, cualquiera que sea el
autovalor 2,
A—n] = P(J — \I)P2

v en general para todo n natural:
(A — nI)p = P(J — AP -2, (9)

Obsérvese que (9) implica rango (A — A JI)n = rango (J — NI)n,
Por comodidad de notacién, vamos a razonar con el autovalor .
Se tiene:

2

Nis,

Con

LR IRN
<~ n
I-MI= "«i—‘h‘ i (t0)

Y15 R N
T I N2s2
A=

Aeeb 1,

N
AN
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El numero de cajas unidimensionales es justamente: s,(}) — 5,(%

El numero de cajas bidimensionales es justamente: $;(3) — §,(%)
............................ (16)
El numero de cajas (h,—1)—dimensionales es justamente s,(h,—1) — §,(7)
El niimero de cajas 7, —dimensionales es justamente s,(?,)

No hay cajas de orden mayor que h,.

L.os numeros s;(1, §,2), ..., 8,1
8a(1), 85(2), .., Salhy)

Sr(l), Sr(z), ey srihy)

determinan univocamente J, salvo el orden de colocacion de las cajas

IT. Determinacion de P.

1. Planteamienio del problema. Veclores propios de un endomorfismo.
Conocida J, consideremos la ecuacion matricial
AX = XJ (17)

Evidentemente, toda matriz P que cumpla (1) es soluciéon de (17); reci-
procamente, toda matriz cuadrada de orden n, solucion de (17) Q,
tal que det Q # 0O verificard (1).

Desde luego, la existencia de soluciones de (17) queda garantizada
por el teorema de Jordan.

No se trata aqui de estudiar la solucién general de la ecuacion matri-
cial (17), sino simplemente de encontrar soluciones no singulares de ella
cuya obtencion sea lo mas cémoda posible (****).

La hipétesis de ser Q una matriz solucion de (17), implica, llamando

a los vectores de sus colummas ¢!, . ,qny,, ghu+h ... Qg+, ...

QPR t o R gy F o g tn,, L la verificacion por éstos de las
siguientes «cadenas» de sistemas de ecuaciones lineales:

Aqt = Mg, A = Mg 4 .. Agny, = Ngny, + gry L
Aa'nu-l—l = Mgy tl Agn,+? = Mgn,te - gyt .
‘A;q_nu—i-n12 = APyt 4 grgtn—t
(18)
Aqhythn et ng 1 = agn et dng 1.

_________ L. ATInn-&-nm-i-m-l—nls1 = Mgyt trg Enn+'--+nwl—1
Cadenas andlogas se obtienen para los demds autovalores.
Las primeras ecuaciones de las cadenas (18) permiten afirmar que

#*+*}  Para un estudio detenido de la ecuacion (17}, véase por ejemplo Mac DUFFFE:

The theory of matrices. Cap. VIIIL.
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los vectores g% gqnut?, .., qhytnpteng+i son soluciones del sis-
tema lineal homogéneo:

(19)

A los vectores ¢ % 0 que gozan de la propiedad de transformarse
en otros proporcionales a ellos, mediante un endomorfismo del espacio
vectorial (V,,C) se les denomina vectores propios de dicho endomor-

fismo.
Sea — —
z*= Az (20)

la expresion analitica del endomorfismo, respecto de una cierta base
del espacio vectorial, a los vectores propios del endomorfismo los llama-
remos también vectores propios de la matiiz A. Segun (19), los vectores
de las columnas de Q que ocupan puestos homdlogos de las columnas
miciales de las cajas de J son vectores propios de A. Por otra parte,
es evidente que todo vector propio de (20) verifica

(A—aDx =0 21)

y como este sistema lineal homogéneo posee solucion no trivial cuando
y sblo en el caso de ser det (A — AI) = 0, resulta que todos los vec-
tores propios de (20) se obtienen de (21), cuando X es alguno de los auto-

valores de A. Los vectores gi, gn,+1, .., qry,++n,,_+! son vec-
tores propios de A, asociados al autovalor X.
Examinemos ahora las segundas igualdades de las cadenas (18).

En virtud de ellas, los vectores g2, qn,+2, ..., g+ 40 ,+2, Te-
sultan ser soluciones de los sistemas lineales no homogéneos:

(A — n)z = —:"11'{‘1
(A — MIT =gyt +ayg g2 (22)

y teniendo piesente que los segundos miembros son por construccion
soluciones de (19), los vectores de las columnas ahora consideradas
habran de ser en definitiva todos ellos soluciones de

(A — 7Yz =0 (23)

Reciprocamente, sea ¢ una soluciéon no trivial de (23) que no lo

sea de (19); evidentemente ¢ verifica

(A—nIjz =p#£T0 (234)

(A—nDp =0 (23.)

donde
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lo que equivale a alirmar que g es solucién de un sistema del tipo (22)
y puede, por tanto, servir como segunda columna de alguna de las cajas,
correspondientes al autovalor 2;, de una matriz Q.

Las terceras igualdades de las cadenas (18) nos conducen a afirmar

andlogamente que los vectores g%, ¢gn,+2, , son soluciones de
(A — I3z = 0, ete. (24)
Interesa, pues, estudiar los sistemas homogéneos
(A—xIjz = 0, (A — D% = 0..., (A —nDha = 0 (25)

y para nuestro proposito de obtener Q no singular, serd esencial la posi-
bilidad de encontrar soluciones linealmente independientes de los sis-
temas (26).

2. Variedad lineal asociada a un aulovalor. Cadena de variedades lineales
ampliaciones de ella.

Por ser rango (A — MI) = r{Y, las ecuaciones (19) representan
en (Vp, C) una variedad lineal de dimensién n — r(!) = s,(}), que diremos
asociada al autovalor 2, y denotaremos con V') Cada eleccién de una
base de ella proporciona s,(') vectores propios linealmente indepen-
dientes asociados al autovalor considerado.

Por ser rango (A — N1)2 = ry(2) = n — §,(1) — s,(%), las ecuaciones (23)
representan otra variedad linesl de dimension s,(}) -+ $((2) 1 Vg (1) 4 (2.
Como trivialmente, toda solucion de (19) lo es da (23), se tiene una pri-
mera relacion de inclusion:

Vell) 4+ &8 D V(¥ (26)

Prosiguiendo de modo andlogo, se obtiene asociada al autovalor 2,
una cadena expansiva de variedades ampliaciones de la variedad aso=
ciada, que naturaimente contiene un ndmero finito de «eslabones», por
ser finita la dimensiéon del espacio vectorial.

Val' C Vy(Wgs® C Vata®4sl® C . C Valltal® 4. 4slh) (27)

Como se ve, en Vg (i, (2) pueden elegirse otros s,(%) vectores lineal-
mente independientes entre si y de los de Vg (Y4; bastaria para ello tomar
les de una base arbitraria de una subvariedad Ves(*) complementaria
de Vg en Vs, (). Esta observacién es fundamental dado el ca-
racter no singular que se desea para Q.

Un razonamiento analogo puede hacerse en el paso de cada variedad
a la siguiente en la cadena.

En la practica debe procederse de la siguiente manera: construida
la cadena (27), se toman en su ultima variedad s;(h1) vectores linealmente
independientes, no contenidos en la variedad inmediata anterior y se
adoptan como columnas de la matriz que deseamos construir ocupande
puestos homdélogos a los de las nltimas columnas de las cajas de dimen-
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si0n fi; de J, correspondientes al autovalor 3. Las columnas necesarias
para completar las homologas a las de estas cajas, se obtienen sin mas
que multiplicar las anteriores, por (A — A1), (A — M1}, L (A — A D) 2,
respectivamente.

Se pasa a las cajas de dimensién una unidad inferior si las hay;
entonces en V(1) 15(2) ... 458, — 1) se podran tomar §,(h—Y_glh)) vecto-
res linealmente independientes entre si y respecto o .los s,(%) obte-
nidos en la etapa anterior, debiendo ademds no estar contenidos en
V) o 5202 .. so(7,—2); multiplicados por las sucesivas potencias de
(A — NI) hasta la de ordem h, — 2, se completan las colummnas
necesarias para esas cajas.

Se repite el proceso descrito, a partir de cada variedad de la cadena,
hasta llegar a hacerlo con V(1.

Es importante observar que en cada una de las elecciones de vec-
tores efectuadas en las variedades de (27), aparece un factor arbitra-
rio (# 0) de proporcionalidad que se refleja en las columnas generadas
a partir de cada una de ellas; se obtienen, pues, infinitas soluciones
de (17), aunque no todas, pues es posible una eleccién arbitiaria de
las bases en las variedades de (27) y factores de proporcionalidad de
todas las columnas correspondientes a las de una misma caja de J.

3. Cardcter no singular de las malrices Q oblenidas.

El proceso conslructivo que acabamos de describir implica eviden-
temente la independencia lineal de lag columpas de Q correspondientes
a una misma cadena de las asociadas a cada autovalor de A, asi como
la de las columnas correspondientes a distintas cadenas asociadas a un
mismo autovalor.

Para completar la prueba de la no singularidad de las matrices Q,
vamos a demostrar el siguiente

Lema.—Los veclores propios asociados a distintos aulovalores de A
son siempre linealmente independienles.

DEMOSTRACION.—Sean Ay, Ay, A5, .., Ay autovalores distintos de A

Y Ui, Us, , Um vectores propios asociados a cada uno de ellos. Proce-
damos por 'nduccion,

Desde luego, v, # 0.
Supongamos que vy, U, ., Uk, & < m son linealmente independientes

y vamos a probar que también lo son v, vs , Uk, Uk+,. En efecto,
de admitir una relacion

Vietye = Gy - Uy + Fcru (28)

donde alguna ¢; ha de ser no nula, ya que g+, # 0, se obtendria mul-
tiplicando por A:

Avpty = ey + cadely + + CEMUE = Aty Vkh o (29)
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si A4y = 0, de la hipotesis de induceidn se sigue

Cih = Chg = . = Cxphp = 0

y como todos los autovalores son distintos, habria de ser
¢, = € = .. = ¢ =0 (30)
en contradiceidon con (28); si Ay+, # 0, de (29) se obtiene
N e

v, + -+ ¢k
Moty At

v (31)

U4y = €

y comparando con (28), resulta para todo 1 < i <k,

M
€ = ¢ 5 0 8ea C{Ap+, — X)) = 0,
Mty

de donde ¢; = 0 contradiccion nuevamente.
Podemos ahora enunciar el

TeorEMA.—Toda mairiz Q construida como se ha descrito en 11, 2,
es no singular.

DrmosTrACION.—Supongamos que existiese una relacion de depen-
dencia lineal entre ciertas columnas de Q,

Cug™ 4 g™ o G @ F Cag®™ . Caip g+ . . =0 (32)

donde el primer subindice de las constantes indica a qué autovalor

estd asociado el correspondiente vector g. Ademas, todas las cpx no
pueden ser nulas.

Multiplicando (32) por una potencia conveniente de (A — AI), «y,
se obtiene una igualdad de la que han desaparecido todos los vectores Z]T
cuyo primer subindice era uno:

(A — WMD) *[enq® + . 4 Coing® + ...] =0 (33)
multiplicando ahora por una potencia conveniente de (A — AJI),

2.1)* son conmutables,

y teniendo presente que (A — AI)* y (A

se logra hacer desaparecer los vectores g asociados a ,. Reiterando el
mismo artificio se llega a que uno de los vectores propios correspondien-

tes al autovalor 2, habria de ser 0, lo cual es imposible.

III. Ejemplos.

Exponemos a countinuacion, en detalle, varios casos de calculo de
la forma candnica de Jordan y de una matriz P, correspondientes a
matrices A con autovalores muiltiples.
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1. 6 —6 5
A= (13 —12 9], det(A — AI) = — (1 + )2,
6 —5 3
7 —6 5 1 —1 1
A+I=(13 —11 9),(A+I)2=(2 —2 2)
6 —b5 4 1 —1 1

(A 4+ 1)F =0, r) =2, =1, r(» = 0,
s) =3—2=1,80=2—1=1,89=1—0=1,s% =.. = 0.

Nuamero de cajas unidimensionales: s{t) — s(%) =
Numero de cajas bidimensionales: s(?) — s(3) =
Numero de cajas tridimensionales: () — s{4)

!
e

Ia forma candnica es en consecuencia:
—1 1 0
J == 0 -1 1}.
0 0 —1

Variedad lineal asociada al autovalor

|
=

72y — 625 + by =
Vi

13z, — 11z, + 924

f
o

en forma paramétrica:

x =1
Ty = 2
Ty =

Cadena de variedades construida a partir de V;:

De (A + 1)z = 0 se obtiene el hiperplano #;, — @ + @, = 0, 0 sea

T =hL—1bh
Veize =14
Ty == Iy

De (A 4+ I)%z = 0 se obtiene el espacio vectorial completo V,. Deter-
minemos una variedad Ve, complementaria de V,, en V;: puesto que dos
vectores linealmente independientes y pertenecientes a V, son, por

ejemplo( 1 ) ( 1 )
0
0 1 /, una base de Ve¢,, puede ser ( 0
1

— 0 ), en consecuen-
cia todo vector de ella, salvo el 0, puede adoptarse como tercera columna
de una matriz P. Las dos restantes serdn

0 — 6
(A 4+ 1) ( " ) = (-—-lép.) €V,, como segunda, y
0 ~— du

—
) = (»—2;;) €V,, para la primera.
—

oOr O

(A + I)’(
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En definitiva:

— . — 6p O
P =|—Ru —I1lp |, warbhitrario, no nulo.
— ¢ — bp 0 )
2. 6 —6 b
A =114 —13 10), det(A — AI) = — (1 + )3,
7 —6 4
7 —6 b
A+ T=1{14 —12 10}, (A + I)2 = O,
7 —6 b
Y =1, =0; ) =3-~1 =288 =1—0=1,83 = .. =0

Numero de cajas unidimensionales: s(}) — s(2) =
Nimero de cajas bidimensionales: s(2) — s(8)
La forma canénica es

—1 0 0
J = 0 —1 1}.
0 0 —1

1.
0.

I

Variedad lineal asociada, V, = 72, — 62, + bx; = 0. En forma
paramétrica:

&, = 6, — bi,
Ty = 71,
Ty = Tl

aqui (A + I)°z = 0 es todo el espacio vectorial tridimensional; busque-
mos una variedad Ve, complementaria de V,:

Como dos vectores linealmente independientes de V, son ( 6 ) (——5 )
7 0

0 7
una hase de Ve, puede ser ( 0
1

A
_ N y cual-
quier vector de ella salvo 0 puede tomarse como fercera columna de las

matrices P. La segunda sera

0 —
(A+1)(x)=(~2x) €V,
) Y

1 ), en consecuencia, Ve, = ( 0

Eligiendo en V, un vector linealmente independiente con éste, por
ejemplo:

] 6p — A O
7 |, se tiene en definitiva P = (7) @ —R2M A}, Ay p arbitrarios pero
0 A

distintos de cero.

3. 0 2 6 7
A={ 2 3 —6—10), det(A — AI) = (A —2)® (A — 3).
—4 —1 14 19

2 1-—6—8
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Estudio del autovalor 2:

-2 2 6 7 —2 —1 6 10
A—2l=| 2 1—6—10\,(A—2l)2={ 2 1—6-—10\,
—4 —1 12 19 —4 —2 12 20
2 1—6 —10 2 1 — 86 —10

)
(A —2I)3 = (——-_-)
J?

B =2,r0 = 1,78 = 1580 =4-—2 =2,8% =2 —1 =1,
0% = 80 = ... = 0.
Niumero de cajas unidimensionales correspondientes al autovalor 2:

§,(1) — 5,(2) = 1.
Numero de cajas bidimensionales correspondientes al autovalor 2:
§(2) — 8% = 1.

Sin necesidad de estudiar el otro autovalor, puede afirmarse que
la forma candnica es

2 0 0 0
J=(0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 3

Variedad lineal asociada al autovalor 2:

—Rx, + 2%y 625 + Tz, =0

Ve

2, + X — 623 — 10z, = 0 .

Ty
Ly
T3

Cadena de variedades construida a partir de V,:

En forma paramétrica:

3t + 9%,

2

2tg

t

I

De (A—21)22=0 se obtiene el hiperplano —2xz, —, + 6z, -+ 10z, = 0,
0 sea Vi

o= b

Ty = — U, + 6l + 101,

ws = tz

2, =1

Necesitamos conocer una subvariedad V¢, complementaria de V,, en V,.

Una hase de V, esté constituida por los vectores , 3 9
0 2
0 2 7, cuyas co-

ordenadas en V, son ( ? ) ( g )
0 2 /. Un tercer vector linealmente inde-
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pendiente con éstos serd ( 1 )
0
0

rial son 1
—2

0

0

vy es Uina base de Ve, Todo vector de la forma ( A )

, cuyas coordenadas en el espacio vecto-

menos 0, servird como tercera columna de una matriz P.

A —62
(A—2D) [—2x \ = 0 |ev,
0 —22
0 0

cualquier vector de este tipo, distinto de 0 vale como segunda columna
de P. Tomando en V, un vector linealmente independiente de éste, como

.
2u
0

2w ' se tienen finalmente todas las columnas de P correspondientes
al autovalor.

Para %, = 3:
—3 2 6 7
A—31 = 2 0 — 6 —10}.
—4 —1 11 19
2 1 —6 -11

Variedad asociada Vj:

— 6z; — 10z, = 0

g 3z, + %y + 625 + T2, =0
2
—dz, — , + 11z + 192, = 0

En forma paramétrica:

T, =
Ly = —1
Ty = 2
Ty = —1
Por lo tanto,
9  —62 A v
Ru 0 —2x — v
P =10 —2x 0 2v
2u 0 0 — v

A, ¢ ¥V v, arbitrarios, pero distintos de cero.

4.
, det(A — AT) = (2 — )5,

»

Il
OOOOW
OOV O
OOVOO
DWOOO
20 O D bt
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00001 D0DO0O0O

00001 00000 .
<-—2 =fg1000ph(A—202 =l 0g0001 },(A—213®»=0

00000 00000

00000 00000

MY = 2,72 = 1, P8 = 0ps() =5 —32 =3, 82 =2—1 =1,
§8) = 1 —0 = 1,98 =55 = = 0.

Numero de cajas unidimensionales: s(1) — s(%) = 2.
Nuamero de cajas bidimensionales: s(2) — s{3) = 0.

Numero de cajas tridimensionales: s(®3 — s(4) = 1,
Por tanto,
2 0 0 0 0
¢ 2 ¢ 0 O
J=%0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
6 0 0 0 2

Variedad lineal asociada:

(L5 = 0
Vi
_ Ty =0
Kn forma paramétrica:

Ty =1

\ Ty, = 0

Ly = 1,

, Iy = ta

r s =0

Cadena de variedades formada a partir de V,: de (A — 20)% == 0
resulta el hiperplano ; = 0, o sea

‘.acl=t1
Ly = T,
Voo =1
’m4=t4
Ty = 0

(A — 21)%z = 0 es ya, aqui, todo el espacio vectorial.
Una variedad complementaria de V, es

0 0
0 0
ve, =f 0 B;(A—2Df 0 =
0 0
A A
) 0 0
A 0 0
=8 0 Beve;a—2nzf 0o =8 » Bev,
0 0 0
n A 0



— 34 —

Tomando en V, otros dos vectores linealmente independientes entre
si y del anterior se tiene

w0020
0000
P=f 00000
0v000
0000 x

A, u, v, arbitrarios pero distintos de cero.
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