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BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

Definiciones:

En un espacio vectorial cualquiera, varios vectores, vy, v,, ..., Upn,
se llaman independientes cuando cualquier combinaciéon lineal de ellos,
de coeficientes no todos nulos, es distinta del vector nulo, es decir,

—- -

-
rl 4+ . raUn F 0

siempre que ry, ry, ..., rp no sean todos nulos.

Se llama base de un espacio vectorial a todo conjunto de vectores
independientes tal que cualquier vector del espacio vectorial pueda
expresarse como combinacién lineal de los vectores de la base.

En particular, en el espacio vectorial euclideo:

«Dos o mas vectores libres se llaman colineales cuando tienen la
misma direccion.»

«Dos o mas vectores se llaman coplanarios cuando todos sus repre-
sentantes pertenecen a un sistema de planos paralelos.

Se verifican las siguientes propiedades:

1.2 Cualquier vcctor libre no nulo es una base del espacio vectorial
de una recla euclidea.

.
En efecto, si es v, un vector determinado no nulo de esa recta,

- —
cualquier otro vector v, al tener la misma direccién que v;, puede expre-

-
arse como producto de un cierto numero real k por v;. Ese nimero &



+ 1] o~

, segun que v y v, sean del mismo sentido o de

es precisamente

[RZV I
sentidos opuestos, y O si v es el vector nulo.
2.5 Cualquier par de veclores libres no nulos y no colineales del espa-
cio- vectorial de un plano euclideo conslituye una base de ese espacio.

Sison v y v, dos vectores de las condiciones citadas, y v otro vector
cualquiera del plano, consideremos sus respectivos representantes por
un punto O del plano. Sean OV,, OV,; y OV. Por V tracemos sendas
paralelas a las rectas OV, y OV, (s1 V no pertenece a ninguna de las dos).
Queda determinado el paralelogramo VV’OV” que nos demuestra que

—

OV = OV’ 4 OV~

—— - e e —
pero por la propiedad anterior serd OV’ = Iy, y OV” = kyu,, siendo
k, y Ik, dos numeros reales, y

- - —
v = ki, + kv,

-
Si V pertenece a una de las rectas OV, o OV,, v puede expresarse me-

- -
diante v, 0 v,, segin vimos, y entonces la propiedad sigue siendo cierta
aunque uno de los dos coeficientes es O.

— - -
La descomposicién es Unica, pues si fuera v = k',v, + kv, se tendria
- -
(by — vy = (B — ka)v,
solo posible s1 &'y, = k, y ks = k.
3.3 Cualquier lerna de vectores libres no nulos y no coplanarios del
espacio vectorial euclideo constituye una base de ese espacio.
La demostracion es analoga, y también en este caso cada vector
puede expresarse de manera Unica como combinacion lineal de los
tres vectores dados.

Si V estd en alguno de los planos OV,V,, OV,V; o OV,;V,, por la
propiedad anterior v podra expresarse respectivamente como combi-

nacién lineal de vy y vs, U3 ¥ U3 0 U3 ¥ Uy, ¥ D cualquiera de los tres casos,
-

- =
por tanto, como combinacién lineal de v, v; ¥y vs con uno al menos
de los coeficientes nulos.
Si V no estd en dichos planos, consideremos el paralelepipedo que

- =

tiene de diagonal OV y sus aristas de las direcciones de vy, v, y v;. (Ver
figura.) Por ser OV V'V’, y V,VV’”0 paralelogramos

—— e ——

— —— —
OV = OV’ + OV’ = OV’ + OV’, + OV,
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y por la propiedad primera sera
— — —— —_— ———
oV, = k,0V,, OV’ = 1,0V, OV’ = 0V,

Y - - - —
v = ks 4+ ks + fsts

Como en el caso del plano, también esta descomposicion de v es dnica,
pues si fuera también

- , ,—> ,——>
v = k', + kv, + K50,

seria e g -
(kg — k') = (K — ka)va + (B'y — Ka)Us

so6lo posible si v, v,, v, fueran coplanarios, contra la hipoétesis, o si
ambos miembros son iguales al vector nulo, es decir,

By=k , Fo=1hk , k;=105

COMPONENTES Y COORDENADAS DE UN VECTOR RESPECTO A UNA BASE

- —> — -
Dado un vector v, los tres unicos vectores kyvy, ksbs, kv, de direc-
- - > -
ciones v, v,, 13, 0 eventualmente nulos, tales que su suma es igual a v,

- >

-
se llaman componentes del vector v respecto a la base vy, v, Us.

i - — — —
Los tres nimeros ky, &, k3 tales que v = ko, + kv + kv, se llaman

- - > -
coordenadas del vecior v respecto a la base v, v,, v,

Ansalogamente, en un plano se tienen para cada vector un par de
componentes y un par de coordenadas, respecto a una base vy, v;. Y en
una recta cada vector tiene una componente y una coordenada respecto

-
a una base v;.

PROPIEDADES DE LAS COORDENADAS DE LOS VECTORES RESPECTO A
UNA BASE DETERMINADA

Las coordenadas respecto a una cierta base de los vectores del
espacio, de un plano o de una recta gozan de las siguientes propiedades:

1.2 Para cada vector las coordenadas son unicas.

2.2 El vector nulo tiene sus coordenadas (o coordenada) nulas.

- —
3.2 Las coordenadas de un cierto veclor r v son las del vector v,
multiplicadas por el numero r.
En efecto, si
—> - —> —_
v = kv, + kyy, -+ kyus
— - - — .
roev o= r(kw, + kv, 4+ kgvg), pero este segundo miembro, por la pro-
piedad distributiva y la propiedad asociativa del producto de un vector



por un ntmero real es igual a (rkz)z -+ (rlc,,)_;2 + (rlcs);:, lo que demues-
tra la propiedad.
En particular, los veclores opuestos lienen sus coordenadas respecti-
vamente opuestas.
4.2 Las coordenadas de un veclor suma de oiros varios son sumas
de las respectivas coordenadas de los sumandos.
En efecto, si
—+ —> — —> -~ - —> —
a = aUy + Uy + agly Yy b = by + b, 4+ byu,

—>

—> — — — - —
a 4 b = (a0, + aUs + agU5) + (buy + bovs + bug) =
— —> —
= (ay + by)vy + (@ + ba)vy + (a5 + by)u,

\

como consecuencia de las propiedades disociativa, conmutativa y aso-
ciativa de la suma de vectores y de la propiedad distributiva del pro-
ducto de un vector por un numero real.

COORDENADAS ORTOGONALES, NORMALES Y ORTONORMALES

Cuando la base que sirve de referencia a los vectores estd consti-
tuida por vectores perpendiculares dos a dos, las coordenadas se llaman
ortogonales o rectangulares.

Cuando la base estd constituida por vectores del mismo médulo,
las coordenadas se llaman normales.

Y cuando la base estd constituida por vectores perpendiculares
dos a dos, y, ademas, del mismo médulo, las coordenadas se llaman
orionormales.

RELACION ENTRE LAS COORDENADAS ORTONORMALES DE UN VECTOR
Y LA MEDIDA DE SU MODULO

- = >
Consideremos una base ortonormal u,, u,, u;. Siendo a un vector

cualqulera no nulo, sea oc un vector de la misma direccion y sentido
— -
que a, y con el mismo module que ul, uz, uy, de modo que serd a =da- o,

siendo a un cierto nimero positivo.
Consideremos por un punto O los representantes de los vectores

—
de la base y de a y sus componentes. Por ser la base orlonormal, la
recta UU’, es perpendicular a OU’;, por lo que, segin la definiciéon de
coseno de un angulo, tenemos:
a, Uy Qs
cos U,0U0 = — |, cosUW0U = — , cos U,0U = —
a a a

—_
siendo a,, a,, a; las coordenadas de a.
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Teniendo en cuenta que:

- —>
«Se llama dngulo de dos vectores libres no nulos a y b, y se designa
—_—

—

por (a, b) el angulo formado por dos semirrectas del mismo origen,
- >

¥y que tengan respectivamente los mismos sentidos que a v b.»

Resulta que:

- >
a; = a - cos (u, a) (1t =1,263)
Es decir:

«Cada coordenada de un vector, respecto a una base ortonormal,
es igual a la medida de su modulo por ¢l coseno del dngulo que forman
el vector correspondiente de la base y el vector dado.»

Vemos, pues, que en el caso de las coordenadas ortonormales, cada
coordenada depende del vector dado v de uno de los vectores de la base.

-
De ahora en adelante designaremos por # %, la coordenada corres-
b
g s
pondiente a b del vector a referido a una base ortonormal de las
que b forma parte.
De acuerdo con lo anterior:

—

wi:a-cos(b,a)
b

COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR RESPECTO A UNA BASE

—
Se Hlaman cosenos directores de un vector a respecto a una base orto-
- -

normsl u,, u,, Zz:, los cosenos de los angulos de los vectores de la base
con el vector Z

Si se llama wvector unilario o versor correspondiente a un vector a
otro vector de la misma direccién y sentido y cuyo médulo es igual que
el de cada vector de la base, 1esulta que:

«Las coordenadas ortonormales de un vector unitario son sus cose-
nos directores»; y que

«Los cosenos directores de un vector son las coordenadas de su
Versor.»

COORDENADAS CARTESIANAS DE PUNTOS

Consideremos en el espacio un punto fijo O y una terna de vectores
— > =

vy, s, v; que constituyan una base. A cada punto P del espacio haga-
—
mos corresponder el vector OP (que suele llamarse su vector de posicion),

—
vy en consecuencia las coordenadas z, z,, , del vector OP, respecto a
la base dada.
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Reciprocamente a cada terna 5, wz, z, de numeros reales hagamos

corresponder el vector v = :1clv1 -+ xzuz -+ msvs, Yy, en consecuenma, el

punto P, extremo del vector fijo de origen, representante de v.
Por ello se define:

«Coordenadas carfesianas de un punto P respecto a un punto fijo O
— > >
K a una terna de vectores v;, v, U3 no coplanarios son las coordenadas
—> - =
del vector OP respecto a la base vy, vy, vz

Analogamente, si definen en un plano las coordenadas respecto

— —_
a un punto fijo O, y dos vectores v; y v, no colineales.

Y en una recta, la coordenada, que suele llamarse abscisa, respecto
a un punto fijo O y un vector v,.

ESPACIO VECTORIAL DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Es fécil ver que el conjunto de los numeros complejos respecto a las
operaciones de adicién y multiplicaciéon por un nimero real constituye
también un espacio veclorial, y precisamente isomorfo con el espacio
veclorial constituido por los vectores libres de un plano respecto a las
operaciones de adicién y multiplicacién por un numero real.

APLICACION DE LAS PROPIEDADES DE UNA BASE A LA DEMOSTRACION
DE UN TEOREMA DE GEOMETRIA DEL ESPACIO

«Por un punio exiterior a un plano pasa olro paralelo a él.»
En efecto, si es O’ el punto y o el plano, por un punto O de éste
consideremos los vectores fijos OV, y OV, representantes de cierta

- =
base vy, v;.

Por el punto O’ pasan sendos V.F. equipolentes a OV, y OV,. Sean
O'V’y y 0O'V’,. Estos dos vectores determinan el plano O'V’,V’, que
hemos de ver que es paralelo a «. Efectivamente, cualquier punto V’
de este plano es extremo de un vector fijo de origen O’, y podremos
escribir

—_— —— > > e
OV’ = kO'Vy + K0V, = 0V, + 1,0V,

puesto que siendo 67{7' y O’—‘-\>7’ de distinta direccion constituyen una
base de ese plano.

En consecuencia, O’V’ es equipolente a un vector del plano «, y,
por tanto, la recta OV es paralela a una recta de dicho plano, y no
estando contenida en él, por ser el punto O’ exterior, es paralela al plano.
Luego ningun punto del plano O'V‘,V’; estd en el plano o, por lo cual
los dos planos son paralelos.
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MULTIPLICACION ESCALAR DE VECTORES LIBRES: DEFINICGION

—_ -

1) «Se llama produclo escalar de dos vectores no nulos a y b, respec-

to a una cierta unidad de longitud, al producto de las medidas respecto

a esa unidad de los modulos de dichos vectores, por el coseno del Angulo
que forman.»

_ > — — — —_

2) a*b=o0 8i a=0 o0 b

— >
Si suponemos que o y B son sendos vectores unitarios de las direc-
ciones y sentidos respectivos de a y & y que

- — —> —
a=a-o y b=15b-8

—
= 0.

. - > - —
podemos escribir designando por a - b el producto escalar de a y b:
— —

— e e o

a-b=a-b-cos(a,b)cuando a y b no son nules. (En realidad, la nota-
cién empleada para el producto escalar deberia hacer referencia a la
unidad de longitud empleada, pero por brevedad la omitimos.)

Propiedades.

1.2 EIl producto escalar de dos veclores no nulos es igual a la medida
del mdédulo del primero, por la coordenada ortonormal del sequndo respecto
al vector del primero.

Consideremos por un punto O los representantes OA y OB de los

— >
vectores a v b, y sea B’ la proyeccién ortogonal de B sobre la recta OA.
— >
Por la definicion de coseno, el coseno de {(a, b) o, lo que es lo mismo,
-

- —_——
de (;), b) es igual a la medida algebraica de OB’ (es decir, OB’ : ) par-
tida por la medida absoluta de OB (que es b). Ahora bien, la medida

—
algebraica de OB’ es lo que llamamos coordenada ortonormal de b

-
respecto a a; luego 7))
T - -
— > o — —> b
cos (a, b) = ; b - cosfa, b) = 2
o
y, por tanto,
>
- = b
a*b=a-"z> c.q.d.

o

2.2 Anulacién del producto.

- = —- — — >
Sia | belproducto a - b = o, ya que cos (a, b) = O.

— - - - > > .
Sia =0 0o b=o0 a-b= O porseraobigual a cero.
En cualquier otro caso, el producto escalar es distinto de O, ya que

s s . > =
ni a, ni b, ni cos (a, b) es cero.
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y un menor no nulo de ella del maximo orden posible se obtiene sol-
dando los unos de las cajas K;; .. Kig con las diagonales principales
de todas las cajas restantes. Asi, pues, r; = r(*} = rango (J — MI) =
=ny—1+n,—14+ . 4+nmg—1+ny+. +n0g=n—s=
= rango (A — A1). Fn consecuencia, el numero de cajas de J corres-
pondientes a 2, es

§; = §(1) = n — rango (A — M\I) = corango (A — A1), (11)

Veamos de encontrar el numero s,(?) de cajas de dimension > 2,
entre las K, v a este proposito vamos a obtener el rango de (J—x,I)%
Para ello basta tener presente que las s, primeras cajas de J — A1, son
matrices nilpotentes cuya elevacién al cuadrado supone el desplazamien-
to de los unos a la inmediata paralela a la derecha de la diagonal princi-
pal; las restantes cajas tienen siempre distintos de cero los elementos de
sus diagonales principales e igual sucede con sus cuadrados, en los que
son nulos todos los elementos situados a la izquierda de las respectivas
diagonales principales, como se comprueba inmediatamente. El maximo
orden del cual hay algtn menor no nulo en (J — A1), que pueds cons-
truirse de modo andlogo que en J — M\ I, se obtendra entonces restando
de r,(1) el nimero s,(?) de cajas de orden mayor o igual a 2, que hay
entre las s, primeras. Obtenemos asi

ry = rango (J — NI)? = rango (A — AI)2 = r(Y) — 5,(%),

de donde
83{®) == r(}) — rango (A — MI1)2 = (D) — (2. (12)

El razonamiento anterior puede reiterarse por induccién sin difi-
cultad, obteniéndose que, en general, el numero de cajas correspon-
dientes al autovalor %, de tamafio > [ sera

sy} = rango (A — AI)—1 — rango (A — NI = (=1 — (D). (13)

Necesariamente, al llegar a lo sumo a la potencia de J — N1 igual
a la multiplicidad del autovalor 2, sera
3’ )

donde la matriz J’ no posee ningun elemento nulo en su diagonal prin-
cipal. Por conesiguiente,

6]
(J - 7\11)”11 = (“‘—*"

0 < 8yim)=r(m=1 —r(m) < 1,y sm+0)= sm+8= ... = 0. (14)

En definitiva, hemos obtenido asi el siguiente resultado:
Teorema.—Para conocer el numero v los dimensiones de las cajas

de J correspondientes al autovalor ), se calculan los nimeros

n—1 > rango (A — M) > rango (A —NI)2 > . > rango (A — D>

> 0, siendo h; tal que

(A—aI=1£0 y (A— I = 0. h<m, (15)
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. —- > — > - >
3.2 Propiedad conmulativa a -+ b = b - a, puesto que cos (a, b) =
— >
= ¢o0s (b, a), o alguno de los factores es el vector nulo.

4.2  El cuadrado de un veclor es igual al cuadrado de la medida de

s —> = —
su mdédulo, es decir, a® = a?, ya que cos (a, a) = 1, o a es el vector nulo,

y ambos miembros son cero.
— - - = —> —
62 (rra@)-b=r-(a-b) =a-(r-b).
En efecto, si r = O, los tres productos son iguales por ser cada uno
de ellos igual a O.

— —
Sir > O la medida del mddulo de ra es ra, la de rb es rb y, por otra
—>

- = - = -
parte, cos (ra, b) = cos (a, b) = cos (a, rb); luego los tres productos
son iguales.

— —
Sir < O, la medida del modulo de ra es —ra, la del modulo de rb
pero este signo menos es compensado porque

- —> —> —> - — - >
cos (ra, b) = cos {(m —a, b) = cos (a, rb) = — cos {a, b)

Si a o b fueran el vector nulo, los razonamientos anteriores no ser-
virian, pero los tres productos son también iguales por ser cada uno
de ellos igual a O, de acuerdo con la definicion.

. . . . - —> —> - = > >
6.2 Propiedad distributiva a(b +¢) =a-b +a-c.
La propiedad es inmediata si uno o varios de los tres vectores son

- > —>
el vector nulo. Consideremos, pues, el caso en que a, b ¥ ¢ son no nulos.

— — - - =
S8ib 4+ ¢ = o, los vectores b y ¢ son opuestos, y por la propiedad
B e T
quinta los productos a - b y a * ¢ son numeros opuestos y, por tanto,

su suma es cero. Como el primer miembro es también cero, los dos
productos son iguales.

- -
8i b + ¢ =~ o por la propiedad primera:

— -
— > — b+ec
ab+c¢)=a- -z

o

pero como una cierta coordenada de un vector suma de otros dos es
igual a la suma de las respectivas coordenadas de los sumandos

- = —> -
b+ c b ¢
L =w->—|—a}'_>
o o o
Yy - — — -
—_ = — b Cc b Cc _ - - e
ab +¢)=alzs + 25 =225+ a T>=a'b+a-c
ol o o o



Como consecuencia,

— —> —
(Eai) . (Z‘.b,) -3 (al e
t i) L,J

- >

@+ 0 =as+ 02 +2-a-b

v en particular

-
7.5 Sison (a, a,, ;) las coordenadas ortonormales de @, y (by, by, bs)
- —> > >
las de b respecto a una base wy, u,, U,
—

a-b=ua-b + ay-b, + a;- b

Se deduce facilmente por la propiedad distributiva y algunas de las
otras propiedades.

Anslogamente sucede cuando los vecfores de un plano estdn refe-
ridos a una base ortonormal u,, u,, pero naturalmente en ese caso sélo
aparecen dos pares de coordenadas.

ALGUNAS APLICACIONES DE LAS PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION
ESCALAR DE VECTORES

Ecuacién de una recla de un plano.
Consideremos en el plano un punto fijo O y dos vectores unitarios,

— -
u; y u,, de direcciones perpendiculares, y consideremos respecto a estos
elementos coordenadas cartesianas.

Tratemos de hallar la ecuacién a la que satisfacen los puntos de la
recta r que pasa por el punto P, de coordenadas (%, y,), ¥ es perpendicu-
lar al vector n de coordenadas («, B). La condicién necesaria y sufi-
ciente para que cierto punto P (z, y) pertenezca a la recta r es que

—
“n

—
PP-n =0

o utilizando coordenadas
(Z—a) a+{y—yp=0

Mediante utilizacién de otras propiedades de los vectores puede obte-
nerse facilmente la ecuacion de la recta r que pasa por el punto P2y, y,)
y tiene la direccion del vector d (3, 8,).

La condicién necesaria y suficiente para que un punto P(z, y) per-
tenezca a la recta es que

—— —_
PP=FkK-d
siendo k un ntimero real cualquiera. Utilizando 1as coordenadas tenemos:

z—x =k-9
y—1Y = k-3,



—_— 17—

Si 8, = O, la ecuacion de la recta es & — z, = O.

8i 8 = O, la ecuacibnes y — y, = O.

8i 3, v §, son distintas de cero, eliminando % tenemos:
L — 2 y—h

& 3,

Teorema del coseno. Consideremos un triangulo cualquiera ABC.
S1 es

- —— > —_— - —_—
a=BC , b=CA v ¢=AB
- —
—a=0+c
y, por tanto,
- — - — e
(—a) =B+ c)2 =0 4+c*+22-b-¢c
0 sea > —
a® = b+ ¢+ 2-b-¢-cos(b, )
Ahora bien,
- >
be =m—A v cos(b c) =—cCosA;

luego
a? = b 4 ¢2—2-+b-ccos A.
Como caso particular resulta el teorema de Pitdgoras, si
ki3
A = —,
2

Otra aplicacién andloga es la demostracion del teorema del cuadrado
de la diagonal de un ortoedro

d* = @ = (a4 + b 4+ o)F = a® + bd + 2.

TEOREMAS DE ADICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS SENO
Y COSENO

En un plano consideremos un par de vectores, i, /, que formen un
dngulo de -+ w=/2 radianes.
Sean OI y OJ sus representantes de origen O. Si giramos estos dos

vectores fijos un dngulo cualquiera o alrededor de O, obtendremos
— =

otros dos V.F., OI’ v 0J’, representantes de dos V.L., i’, j*, que cons-

tituyen otra base.

- -
Sea OU el representante de un vector unitario u que forma con i’
un 4ngulo 8.
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Se verifica:

- - ™
u=cosﬁ'i’+cos(~———@ < f
2
0 sea - - -
u=c¢0sB-1i +senP-j (A)

—
Si multiplicamos escalarmente por i los dos miembros de la igual-
dad {A), tenemos:

—-> > — -
(i-u)y=cosB-(i+i) +senB-(i*])

pero e PEgh g
(L) =a+B , Li)=a , (i, J') =
™ L
= 4 — Y cos(oc—{-—— = — Sen «
2 2
luego

cos (@ + B) = cos B - cos « — sen 8« sen o«

Analogamente, multiplicando los dos miembros de {A) escalarmente
por j

- = - - >
(jruy=cosB-(j-i)+senf-{(j-j)
pero
- - ™ =~ = T - =
hao)=a+f—— , (IN=a—— , () =0
2 2
luego

sen (« + B) = cos B -sen o -+ sen P - cos a.

TEOREMA DE LAS MEDIATRICES DE UN TRIANGULO

«En un triangulo cualquiera las mediairices concurren en un punio.»

Consideremos el tridngulo ABC y sea O el punto en que necesaria-
mente han de cortarse las mediatrices de los lados BC y CA, por ser
perpendiculares a rectas gue se cortan.

Si ponemos
—_— = —d > e —_— — ——> > —_—
BC=a , CA=b , AB=¢c , AO=2 , BO=y , CO =12
se fiene > - - s
> > = —— y—=z - Ytz
a=y—z , AO= 4z =
2
— —
- > — — z4+x
b=z—g , BO=
P
—-> >
- > - —> z-+y
c=xz—y , €O =
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(A7, B’y C’ son los puntos medios de los lados.)

— - — —>
Pero como A'O | a y BO | b
—_ —
( -+ Z) - —

— -
(y —z) = O vy, portanto, y?— 22 =0
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(Z-{—{E)-—» - - -
(z—2) = O vy, portanto, 22— 22 =0

-+ - — - .
Pero entonces x2—y2 = O y, por tanto, C'O] ¢; es decir, la tercera

mediatriz también pasa por O c.q.d.
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TEOREMA DE LAS ALTURAS DE UN TRIANGULO

«En un trigngulo cualquiera las reclas que contienen a las alturas
concurren en un punio.»

Siendo ahora O el punto en que concurren las rectas que contienen
a las alturas correspondientes a los lados BC y CA y con la misma
notiaciéon que antes tememos que como
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alx y—2)z = ; hz—zixe =0
- - — — > - = - —>
b1y (f—@y=0 ; z:y—az-y=0
Como consecuencia,
—_ = - - - — > — >
zy—z-x=(g—=a)-z2=0 a-z=0
-

.
vy como ninguno de los dos factores es el vector nulo @ | z; pero enton-
ces la recta CO contiene a la tercera altura y el teorema queda de-
mostrado.
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(Unicamente el vector z seria nulo si las dos primeras alturas con-
currieran en C, pero entonces el tridangulo ABG tendria el dngulo G
recto, y las tres alturas concurrirdn en el mismo punto C.)





