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SOBRE EL CONCEPTO DE ENVOLVENTE

JosE BavorLo PacHEcOo DE AMORIM
De la Universidad de Coimbra

1. Sea

(1) f(wy Y, a) =0

la ecuacidon de una familia, F, de curvas del plano OXY,

Una vez considerada en el espacio OXYA, esta ecuacién representa
una superficie, 8, de que aquellas curvas no son més que la proyecciéon
sobre OXY de la familia de sus curvas de nivel.

Fijado un @ = a,, se obtiene, en el espacio, una curva de nivel
sobre S, que, proyectada sobre OXY, dard una curva f(z, y, @) = 0 de
la familia F.

Llamando conforno aparenie, C, segtin OA, al lugar geométrico de
los puntos de contacto entre{S y su cilindro circunscrito de genera-
trices paralelas a OA, y proyeccion del contorno aparente de S, o solamente
proyeccion de S, o aun proyeccion del contorno, a la proyeccién, ¢/, de G,
sobre OXY, es evidente que la proyeccion del contorno aparente se
obtendra eliminando a entre la ecuacion (1) y la ecuacion

fa,(w, Y, a) =0,

una vez que, en los puntos de contacto entre S y el cilindro circunscrito,
el plano tangente a S debera ser paralelo a OA.

A esta proyeccidn se suele llamar envolvenie de la familia de curvas F.

Claro estd que, donde el plano de nivel a = q, corte al contorno C, la
curva de F respectiva encontrara C’ en un punto donde le serd tangente.

De ahi el llamarsele envolvente.

Pero, se debera esperar antes que, por lo general, eso no ocurra.

Por eso, segun la definicién corriente, la envolvente de una familia
de curvas es, por lo general, solamente envolvente, en realidad, de una
pequeiia parte de la familia o, hasta mismo, de una sola de sus curvas.

Por lo que preferimos lamar envolvente ala proyeccion del contorno
aparente.

Aclarado asi este concepto, vamos ahora a presentar una definicion
general de envolvente de una familia de variedades en un espacio de n
dimensio nes.
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2. Sean
(?) fi®y, ..y Tn) = 0, (i=12%,..,p)

donde p £ n — 1, las ecuaciones de una variedad (n — p) *, Sp—p, en Ep.
Consideremos, en cada uno de los puntos P, de Sp,—p, el plano ( n — p)
tangente respectivo, «.
El conjunte, C, de los puntos donde este plano sea paralelo a

0X,, 0X,, ..., OXg **

se dice conforno aparente de Sp—p, en En, en relacién al espacio Ep—p de
los @g 4, Lh+-25 +-+y Tne»

A su proyeccion, C’, sobre este espacio En—p, llamaremos, abrevia-
damente, proyeccion de Sp—p sobre Ep—r, o aun contorno aparente de
Spn—p sobre Ep—p.

3. Segtin estas definiciones, para cada punto del contorno de Sp—p
en Ep, relativamente a E,—;, tendremos:

fi(xl’ Lay o« oy xn) = 0 .
i=1,2, ...,p
(3) 3wy, Tay + -+, Tn) ( )

3z ]

porque, dicho punto, pertenece a Sp,—p ¥y, en €él, su plano tangente es
paralelo a OXj.

4. Para obtener las ecuaciones de la proyeccién, C’, habra que eli-
minar los z; entre las ecuaciones (3).

Claro estd que, ni siempre existiran dichos contornos, visto que ni
siempre aquel sistema tendra soluciones comunes.

Hasta podremos decir que él serd, por lo general, incompatible.

Se trata, en el caso general, de un sistema de

p+ pk=p(k+1)

ecuaciones con n variables.

5. Una vez que el plano tangente a Sp—p, en un punto M, del con-
torno C, es paralelo, por hipétesis, a 0X,, 0X,, ..., OXy, resulta que
€l serd, del mismo modo, tangente a C’ en la proyeccion P, de M, so-
bre Ep—p, asi comot « cilindro circunscrito.

6. Si ahora intersectdramos Sp—p por el plano de nivel

= {j =1, 2, ..., k)

obtendremos una variedad de nivel Sp—p—x de Sp—p en Ep.
Dicho plano, al desplazarse paralelamente a si mismo, determinara
sobre Sp—p una familia de variedades de nivel relativas a Ep—g.

*  Queremos decir con esta expresién que dicha variedad tiene, de hecho, n—p di-
mensiones.

** El orden por que se toman los ejes es indiferente, razén por que elegimos los K
primeros.
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La variedad Sp—p, definida por (2) establece asi, en caso de que la
consideremos en el espacio Ep—p, una familia de variedades, F, depen-
dientes de los k parametros =, @, ..., Zx, familia que es constituida
precisamente por las proyecciones sobre Ep—p de las variedades de
nivel de Sp—p en En.

7. Sea ahora 8%-—p— una variedad de la familia F, determinada
por el plano de nivel «, pasando por M,.

El plano tangente, B, a Sh—p en M,, serd tangente también a la misma
variedad de nivel y, como ya sabemos, a C.

Y, sobre Ep—k, seran tangentes 8, C' y S%—p—p.

De manera que, a todo punto M, del contorno C de S,_p, corres-
ponderd una variedad de nivel, cuya proyeccion sobre E,—p serd una
variedad S°;—p— (de la familia F) tangente a la proyeccion C/, de
Spn—p en Ep—p, justamente en el punto, Py, proyeccién de M,.

Cuando se desplace u,, paralelamente a si mismo, esto es, al variarse
los parametros z°;, la variedad S%—p—g, de la familia F, se movera
manteniéndose tangente a la proyecciéon C’ (mientras haya, a lo menos,
un punto comun a la variedad de nivel y al contorno en Ej).

Por esto, la proyeccién C’ se llama envolvente de la familia F, y cada
una de las S°,—p—k se llama involuia *

8. El conjunto de los puntos de tangencia de cada una de estas
involutas con la envolvente se llama caracieristica de dicha involuta.

Ella sera la proyeccién sobre E,—j del conjunto de los puntos comu-
nes ala variedad de nivel determinada por «, en Sp,—p y al contorno C. **

9. Nada nos dice que todas las involutas tengan su caracteristica
ni siquiera reducida a un punto.

Esto es, nada nos dice que cada una de las variedades de F sea
tangente en algtin punto a la envolvente; siendo, al contrario, de espe-
rar que no lo sean, en el caso general.

Pero lo que se puede garantizar, como hemos visto, es que por cada
punto de la envolvente pasard una involuta, y que, en él, seran tan-
gentes una a la otra.

Todo punto de la envolvente serd asi punto de una caracteristica, y
reciprocamente.

De modo que:

10. La envolvente es el lugar geométrico de las caracteristicas.

11. Dado ahora el contorno C, es de notar que él constituye, a su
vez, una variedad. Como tal, tendrd, del mismo modo, sus variedades de
nivel y su contorno, C,, cuya proyeccion sobre E,—j, C’, sera la envol-
vente de la familia que C establece sobre En—p, esto es, de la familia de
las caracteristicas del contorno G’ de S;—p.

* El nombre de envolvente solamente es apropiado mientras la proyeccién constituya

una variedad de, a lo menos, una dimensién.

** 0, lo que da Io mismo, la interseccién del plano de nivel con el contorno. A esta

interseccion llamaremos igualmente caracleristica, en En.
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A este contorno aparente sobre En_j del contorno de la variedad
dada, Sn—p, lamaremos primera arista de relroceso del contorno aparente
de dicha variedad Sp—p.

La arista de retroceso es asi la envolvente de las caracteristicas. *

El contorno del contorno C tendri a su vez, un contorno aparente
sobre Ep—p, que se llama segunda arisia de refroceso de C. 'Y asi por de-
lante, mientras existan contornos.

12. La doctrina que hemos expuesto conduce inmediatamente al
sistema de ecuaciones que nos dan la primera arista de retroceso: no
hay mas que afadir al sistema (3) las ecuaciones

32,‘;'(3;1,%, -~-,3f‘n) (l = 1, 2, ceey p)
j:l=1,2,...,h

axj St

Afiadiendo las terceras derivadas, tendriamos la segunda arista de
retroceso y asi por delante.

13. Ejemplo. Familia de superficies dependienies de un pardmeiro-
en el espacio de tres dimensiones Sea, en el E,,

(@1 Xsy T3, ) = 0

la ecuacién de una variedad 8,.
Ella establece una familia de variedades (2) en el espacio E; de los z,
&y, 3, y su contorno, C, tendra por ecuaciones

f {1, %2y @5, ) = 0
(4)

f'za (131, Lay Ly, 5174) = 0

Se obtendria la ecuacién del contorno aparente S,, eliminando s
entre estas dos ecuaciones.

Las caracteristicas en E,, se obtienen intersectando el contorno por
planos de nivel, de ecuacion z, = a.

Tendran, por lo tanto, generalmente, 4 — 3 = 1 dimension, esto
es, serdn lineas. Lo mismo se dice de las caracteristicas en E,.

Estas constituyen, como hemos dicho, Ia familia que el contorno C
establece sobre E,.

Su envolvente S, (contorno aparente del contorno C), serd la primera
arista de retroceso de S;:

f, (mly -’l'z; -'Ba, .T4)
f/»f«: (@1, sy Ta, Ta)
[ 2?1y Za, X3, T4)

i
co®

*

Dado que la familia que C establece sobre En—k es justamente la familia de las
caracteristicas de F,





