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NOTAS DE DIVULGACION

TRANSFORMACIONES DE DETERMINANTES
QUE CONSERVAN ELEMENTOS CONTIGUOS

Por-

Juan Torrts NOGUERA

En todo determinante pueden practicarse las transformaciones:

2381 g ... Qun L3%1 A2y - .. Qna
A= | @ G2 Qen | _ | G2z Qa2 ans | _

Qni  Qnsz Qnn ain Can ann

ann aan  Qan Qnn Qng  Qny

Qang Q2 Qyg Qan Az U1

ans Aay Oy ain PP ay

Estas transformaciones, es decir

T, = Idéntica,
T, = Simetria respecto de la diagonal principal,
T, = Simetria respecto de la diagonal secundaria y

Ty = Simetria central

no alteran el valor del determinante.

Noétese que estas transformaciones forman grupo y que éste resulta
isomorfo con el subgrupo de movimientos citado los cuales transforman
un cuadrado en si mismo.
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Antes de ocuparnos de las demostraciones, anadiremos que para
todo determinante también se verifica:

s a;n  Qan dnn dny aay Ay
(___ 1) N R ERR - Ang «+. Ugp Aia —
(43T Aaz [/ 777 N T
Ay 2211 any Qdnn dan  Qin
N Qni  Qng ann Qin (2% A1
R _ | Qan .o @a a1
223} (229 Aon | | evvoevenenanans
an (3%} ain Qnn Qny O0m
en donde
n(n — 1)
6 = —
2

De otro modo, podemos anadir que las transformaciones:

T, = Giro de un dngulo recto en sentido positivo,
Te = Giro de un angulo recto en sentido negativo,
T, = Simetria de eje horizontal y

Ts = Simetria de eje vertical.

no alteran el valor del determinante o lo cambian de signo segin que o
resulte, respectivamente, par o impar.

Anadiremos, identificando grupos isomorfos, que estas ultimas trans-
formaciones completan el grupo de movimientos que llevan a coincidir
un cuadrado consigo mismo. Designaremos dicho grupo por G.

Basta demostrar solamente que:

a) AT, = A.
b) AT, = (— 1)5- A,

I

En efecto, dando por ciertas estas dos relaciones, se verifica:

AT, = (AT,)T, = AT, = A
ATy = [{AT)T,]Tg = [(— 1)0 » AT,]Tg = (— 1)¢ « AT, =

AT, = | [(AT)TTy | Ty = [(ATe)To] T, = [(— 1) AT,]T, =
=(—1)0- AT, = (— 1)20. A = A

AT, = (AT )T, = (— 1} - AT, = (— 1)+ A

ATy = (AT,)Tg = ATy = (— 1}9 - A

AT, = [(AT,) T T, = (AT )T, = (— )6 - AT, = (— 1) - A

En otros términos: T, y T, son elementos generadores de G.
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Siendo de todos conocida la relacién a), falta demostrar unica-
mente b). Para ello estableceremos en primer lugar el siguiente resultado:
Si ordenamos en sentido inverso los n elementos de una permutacion
dada, obtendremos una nueva permutacion, que sera de la misma clase
o de la clase distinta, segin que resulte par o impar, respectivamente,

n
el namero combinatorio ( ) En efecto, aquellos pares de elementos que
2

forman sucesion respecto de la permutaciéon dada, presentan inversién
en la nueva, es decir, la suma de los nimeros de inversiones en ambas

n
permutaciones vale ( )
P

Recordemos ahora que por definicién de determinante

v
A = (1) a5, s, das, « .. Gns,

en donde v es el numero de inversiones de la permutacion sy, 85, S5 . . . Sn.
La suma X se extiende a todas las n! permutaciones con los subindices
que figuran en segundo lugar.

En consecuencia, para la transformacion T,, es decir, para la sime-
tria de eje vertical, se tiene

v
ATS = [Z(——- 1) LSTLN {la,s’ o e an,sn]Ta =

G V4O ¢}
== (—— 1)[2(—‘- 1) al,sn R an—-lysz an;SJ_ ] = (-— 1) <A

En efecto, dicha transformacién equivale a escribir los subindices
$1, 83 ... Sn €n orden inverso.





