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SOBRE. CONICAS
SEC~OES-SOLU~AO DE PROBLEMAS

UTILIZANDO PROJE~OES DE
PLANAS DE CONES

Por'

JAYME MACHADO CAREOSO

L A utilizacño da correspondencia homológica {afinidade) entre a
elipse e a circunferencia principal na resolucño dos problemas relativos
a elipse sugere construcñes análogas para a hipérbole e a parábola. Tais
cónicas (hipérbole e parábola) sao homológicas da circunferencia e a
geometria descritiva oferece um modo deveras simples de estabelecer
esta homologia, como veremos a seguir.

Consideremos um cone de revolucño de eíxo vertical, limitado por
urna base situada no plano horizontal de projecáo, A seceso produzida
em tal cone por um plano (que suporemos de tópo) é urna cónica que
como é conhecido, se projeta horizontalmente segundo urna cónica da
mesma especie, sendo que a projecño do vértice do cone é um de seus
focos. As projeeóes hoírozntais da seccño e da base sao correspondentes
na homologia cujo centro é o foco indicado e cujo eixo é o trago hori
zontal do plano secante.

Examinemos o caso parábola, supondo conhecida a direcño do eixo,
que sempre pode ser obtida pela aplicacáo do teorema de Brianchon.

2. Suponhamos que a parábola é dada por vértice V e foco F.
Tomando o ponto F como projecño horizontal do vértice de um cone de
eixo vertical e base (de raio maior que o semi-parámetro da parábola)
situada sobre o plano horizontal de projecño, construimos inmediata
mente a projecño vertical do cone e o plano secante, cujo trago hori
zontal fornece o eixo da homologia. (Fig. 1).

Em primen-o lugar note-se que a pOSlg3.0 do eixo nao depende da
cota do vértice do cone. Realmente, pois os triángulos A'F'B' e A'V'R'
sao semelhantes. Variando F' sobre o exío, o lado A'B' nao varia, o
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Fig. 1 Fig. 2

mesmo ocorrendo com o lado A/R' do segundo triángulo. Além disso, por
construeño, o ponto V é equidistante do eixo e do ponto A, dispensando,
portanto, a construcao da projeaáo vertical para o establecimento da
homologia que se desejava. Com eteito, basta tragar com centro em F
uma circunferencia de raio rnaior que o semí-parámetro e conduzír a
perpendicular a VF entre V e F e distando de V de uma grandeza igual
á diíerenca entre o raio da circunferencia e o semi-parámetro.

Suponhamos, por exemplo, que se queira construir os pontos de
intersecgao de urna reta com uma parábola dada pelo vértice Ve foco F.

Construimos uma circunferencia corn centro em F e raío de comprí
mento maior que a distancia VF. Tragamos a reta XV, normal a VF e
tal que sejam iguais as distancias AV e VV. A homologia fica, como
acabamos de ver, definida pelo eíxo XV, dentro F e o par de pontos
correspondentes A e V. Dada a reta r = MN, construimos a horno
l6ga M'N', que corta a circunferencia nos pontos K' e L'. As retas que
unem os pontos K ' e L' com o centro da hornología cortam a reta dada r
nos pontos K e L procurados. (Fig. 2).
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3. Consideremos o caso em que a parábola é dada mediante eixo,
vértice e um ponto.

Fazendo o erxo de homologia passar pelo ponto dado P, podemos
construir o plano secante, que terá trace horizontal paseando por P e
trace vertical arbitrário. Em consequéncia Iica determinado o cone
auxthar. Com efeito, pois V'A' forma com a lmha de terra o mesmo
ángulo que P'V'. Obtido A' tercmos, rrnediatamente, o ponto A no
eixo da parábola. O foco da parábola (projecao horizontal do vértice
do cone) estará na interseccáo do eixo VA com a medratriz de AP.
Como a distáncia de A a V é igual a distancia das retas de chamada de V

Fig. 3

e P, é evidente que, para estabelecer a homologia, podemos dispensar
a projecño vertical. (Fig. 3).

A homologia ñca, entño, definida pelo eíxo PQ, centro F, e o par de
pontos correspondentes A (na circunferencia) e V (na parábola).

4. Seja, agora, a parábola dada por uma tangente e seu ponto de
contacto, um ponto e a direcao do eíxo,

Para tal, seja o cone de revolucño de eixo vertical, vértice F e base
APB situada no plano horizontal de projecñc, seccionado segundo



- 137-

urna parábola pelo plano de topo de traeos Y/P ' e P'P. O plano hozi
zontal de C fornece dois pontos da parábola seccáo. As retas AP e PB
sao, respectivamente, a tangente e a normal ern P, posto que a dis
tancia de A e Y é igual ao semí-paráme.tro. Esta observacño resolve
a questño. (FIg.4).

Assim, seja a parábola dada pela tangente t, seu ponto de contac
to P, um ponto próprio Q e o ponto impróprio. Considerando P sobre
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Fig. 4

o plano horizontal de projecño, podemos construir o plano secante,
cujo tra<.<o horizontal (eixo da homologia) é perpendicular a linha de
terra conduzida de P e cujo trago vcrttcal é arbitrário.

Construimos a normal n e conduzimos uma reta arbitrária paralela
ao aíxo, que corta ten nos pontos X e Y, respectivamente. A reta
que une P com o ponto Z, médio de XY, passa pelo centro da base do
cone (foco da parábola e centro da homología), (Fig. 5).

Para obter este centro baste tornar sobre PZ um ponto W no semi
plano de t que nao contém Q e cuja distancia a P é igual a distancia
entre as retas de chamadas de P e Q. A mediatriz do segmento QW cor
ta PZ no centro F procurado.

Conhecido o centro F da homologia, as consíderacóes feítas no
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número anterior per miten obter o vértice V da parábola sem que haj
necessidade da proje!<ao vertical, pois V é equidistante de A e T.

5. A parábola é dada por tres pontos (necessáriamente nao alínha
dos) e pela direcao do eixo.

Sjam A, B e C os pontos dados. Considerando C sobre o plano hori
zontal de projecño, a proje!<ao horizontal da base do cone auxiliar

Fig. s

será uma circunferencia que passa por C. O ponto B pertenecerá a um
plano horizontal cuja distancia ao plano de C é igual a distancia das
retas de chamada (perpendiculares a durecño do eixo) désses pontos.
Entño, a projecño horizontal da base é tangente a circunferencia de
centro em B e cujo ralo é a distancia das retas de chamada de B e C.
O mesmo raciocinio se aplica ao ponto A. Em suma: o foco da parábola
é o centro da circunferencia que passa por C e é tangente as circunfe
rencias de centro em A e B e de raios iguais, respectivamente, as dis
tancias das retas de chamada de e, A e e, B (').

6. Os dois caos restantes se reduzem aos já vistos.
(1) A parábola é dada por duas tangentes a, b e o ponto A de con

tacto da primeira, alérn da direlJao do eixo.
Los pontos de contacto sao equidistantes da paralela ao eixo con

duzida da íntereseecño das tangentes. Entño, é imediata a construcño

(') Ver, p. ex., DOWSETT - Aduanced construtiue aeometn), Oxford Univ. Press,
pág. 24.
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do ponto de contacto da tangente bm recaíndo-se no caso examina
do em 4.

(2) A parábola é dada por tres tangentes e a dírecáo do eixo. Pela
propriedade indicada em (l) resulta rmediata a construcáo dos pontos

Fig. 6

de contacto das tangentes. De fato, sejam, por exernplo, a, b, e, as
tangentes dadas. Indiquemos como (ab), (be) e (ac) as paralelas ao
eixo conduzidas, respectivamente, dos pontos comuns a ab, be e ac,
Os pontos A e e de contactos das tangentes a, e dlstarño de (ac) de
urna grandeza igual a distancia das retas (ab) e (be), como é fácil verifi
car. (Fig. 6).




