SOBRE LAS ELIPSES, CIRCUNSCRITAS A UN
TRIANGULO, DE CENTRO EN LOS EXCENTROS
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INTRODUCCION Y RESUMEN

Entre las elipses, circunscritas a un tridngulo, de centro un dado
punto, es notable la que estudié G. Cesaro (1), la cual tiene por centro
el incentro del tridngulo, dicha elipse es Q. En aquella nota se demuestran
las relaciones siguientes que ligan los semiejes o, § y el area S de Q con
los radios R y r de los circulos circunscrito e inscrito:

w+ B =2R |
«B = 2Rr (1)
S — 2xRr |

En esta nota vamos a demostrar propiedades analogas para las Elip,
ses circunscritas a un tridngulo ABC, que tienen por centro los centros
de los circulos ex inscritos y a que, por andlogia con la (Q), llamamos
Elipses (), (i = a, b, c).

§ 1. Teorema I

El drea de una elipse (Q;) es doble del drea de la elipse cuyos semiejes
son los radios de los circulos circunscrito y exinscrito correspondiente,

esto es:
S; = 2xRn, ?)
0 bien, en otros términos:

El producto de los semiejes de la elipse (Q;) es igual al producto
del didmetro del circulo circunscrito por el radio del correspondiente
circulo exinscrito:

a P = 2Br, (3)

Consideremos la elipse (Qq) de centro I, centro del circulo exinserito
correspondiente al lado BC, y tomemos ejes rectangulares con el origen
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en I, y la direccion del eje 4 z coincidente con la bisectriz dirigida
hacia el vértice A. Si lg, 15, 1 designan las distancias de los vértices
del origen, tenemos las coordenadas:

A = (la, 0)

&
B = (1p cos C/2, — 1psen C/2) (4)
C = (l¢ cos B/2, 1p sen B/?)

La ecuacion de la elipse es de la forma:

Nzz + Pzy + My? + F =0 (5)
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Por las (4) se obtienen: F = —1s2N , y
M sen? C/2 — P cos C/2 sen. C/2 4 N (cos? G/2 — 1,2/1p%) = 0
M sen? B/2 — P o8 B/2 sen B/2 + N (cos? B/ — 152/1p%) = 0

0 bien, designando por T el érea del tridngulo:

M T
sen?* C/2 + (cos? Gf2 — 124/1p?) = )
a
7
N T @
sen? B/2 4 (cos? B/ — 142%/1.%) =
ac
Sabiendo que
bep ac(p —¢) ab (p — b)
= = Ir=
p—a p—a p—b

se deducen los valores de M/P y N/P, y luego los coeficientes de la ecua-
cién (b), que sera:
a 2(b—¢){p—a) ap — (b — c)*

z* — ry + g —
p T (p—c)(p—b)

— =0 (®)
p—a

Ahora, la superficie de una elipse de ecuacion (5) es dada por la
férmula

2nF
§ e
Y4MN — P2

pues, en el caso de la [8], tenemos:

nab%§

(p—a)
Se¢ = =
V( a aw—w~d2)_w—wﬁm—@“
p (p—10)(p—c¢) T
rabe 2xTR xR{(p—a)r
J— = = == 21CRf'a y
2(p—a) (p—a) (p—a)

siendo ry el radio del circulo exinscrito.
De donde el producto de los semiejes

«B = 2Rry (9)
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Teorema 11

Los semiejes («;, B;) de la elipse (Q;) son iguales a la distancia entre
los centros de los circulos circunscrifo y exinscrito correspondiente,
mas o menos el radio del circulo circunserito, esto es

o

B

En la elipse de la ecuacion

=0I, + R

a0 + 20,8y + Al® + g = 0

los semiejes son exprimidos por la relacion

1 1 Ay + A
+ =
o? p2 (2%
pues, en nuestro caso:
1 1 (p — a) ap — (b —¢)? a
= | r = -
a? p* abe (p—0) (p—¢) p
(p —a)
= jep? —pb—F+a(p—10b)(p—¢)
abep (p —b) (p — ¢)
Ahora
p—a (p—a)? (p—a) 1

abep (p—b) (p—¢) 4TRT? 4TR (p — a)%er? 4TRraé
y por la expresion entre paréntesis:
ap* —p(b—c): + alp—D>b){p—c) = abc + p{(2ap — (b — ¢)2 +
+ a® — ab — ac)
& = abc + p (a® — (b — ¢)?)
= abc + 4p (p — b) (p — ¢)
4TR + 4Trg = 4T (R4 rq) -

I

Luego,

1 1 4T (R + ry) R +rq

+ = =

o2 B2 ATRr Rr2

Siendo por la (9)
af = 2Rr ,
R + I'a
a? + P2 = ——— (2Rrg)? = 4R (R + ra),

RI’([Q



de donde:

-

e« +B=2VR(R ¥ 2r) =201,

(10}
o— B = 2R
o bien, designando por p la distancia Olg,

%
=pa £ R (10%)

B}

En general, por las elipses (£):
oy — BL = 2R

o+ P =201, = 2 (11)

o Bl e 2R7‘; (i = a, b, C)

Corolarios.—La (9) puede eseribirse

1 2(p —a)
Sa - nabe
y las andlogas
1 2(p — 1) 1 2(p —¢)
Sb - wabc ’ Se - mabe
Sumando
1 1 1 2Ap—a+p—>b+p—e¢) 2p
Sa * Sp * Se - nabe - rabe
1 1

= = —, por la (1).
2 Rr S

Entonces el inverso del area de la elipse (Q) es igual a la suma de
los inversos de las dreas de las elipses ().
Por las (11) tenemos:

oy — Bz alﬁi
R = o ri =

2 O(l—ﬁi

luego todos los tridngulos inseritos en una elipse (), cuyo ex centro I;
coincide con el centro de la elipse, tienen mismos radios por los circulos
ex inscritos y circunscrito. El lugar de los centros de los circulos cir-
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cunscritos a estos triangulos es una circunferencia concéntrica a la
elipse (Q;) y que tiene por radio (i + Bi) / 2.

En efecto, si «»» y «» son las coordenadas del lugar, referidas a ejes
rectangulares con el origen en I, siendo OL;? — R(R + 2r:), y elimi-
nando R y r, por las (11), tenemos:

1
22+ = — (u + B)*
4
de donde el enunciado.

§ 2. Orientacion de la elipse ()

Consideremos la elipse (), pudiéndose sus conclusiones generalizar
y extender a las otras ().

Si @q es el dngulo que un eje de (Qq) hace con la bisectriz Al; (eje
de referencia en la ecuacion (8) ), sera:

2015 —2(b—¢)(p—a)
tg 2pq = =

Ay — Qg ap — (b —c)?
T-[a/p—————————— ]

(p—0)(p—rc)

—2b—1¢) - T —2(b—1¢) - T
B alp —b)(p —c) —ap? + p(b—c)? B — abc{cos B + cos G + 1) B

b—c¢ sin B — sin G

2R(cos B + cos C + 1) cos B 4 cosC + 1

Esta formula permmte la construccion del angulo ¢ y conduce al
siguiente teorema:

El angulo ¢q que un eje de la elipse (Qq) hace con la bisectriz de]
dngulo A, es la mitad del angulo que la recta Ol (que junta los centros
de los circulos circunscritos y ex inscrito) hace con la altura hg, o bien
con el radio correspondiente del circulo ex inserito.

En efecto, pues

a
cos B 4 cos C—cos A = — 1(*)
R
a (12) puede escribirse:

(b—c)f2
tg Rpg = —4————
ra + Rcos A

AN
Ahora, en el triangulo OIM, tenemos
VN oM CN —CS
tg OIM = =

I«M 1sS 4 SM
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pero,

CN=aR , CS8=p—b , IsS=ry vy SM =ON = Rcos A

luego
N\ aj2 —(p —b) (b—c)/2
tg OIM = =
rq + Rcos A ra 4+ R cos A
de donde AN

/1 Ol.M
200 = OIM , ¢ = —
2

2N\
Pues ¢4 es la mitad del angulo OI;M, y para obtener la direccion
axial de «z» es bastante conducir por I, una recta que haga con la bi-

N\
sectriz del Angulo A, el angulo (OIM)/2.
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(*) Demostraciéon de esta relacioén:

Ta T 4T
_] = —_— o e ] =
R (p —a)R (p — a)abe
Po—Yp—9 4P —b)(p—c)—abe
abc abe

a® — ab? — ac® + a® + a®c — b® 4 b — ¢® + be?

2abc
bla® — b® + ¢?) + c(a® + b2 — ¢} — a(b® + ¢ — a?)
B 2abc -
a? — b 4 ¢? a? + b* —¢? b2 + ¢ — a?
- 2ac * 2ab - 2be -

= cos B 4 cos C — cos A.



