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SOBRE LAS ELIPSES, CIRCUNSCRITAS A UN
TRIANGULO, DE CENTRO EN LOS EXCENTROS

por

PIETRO FANCIULLl

INTRODUCCIÓN y RESUMEN

Entre las elipses, circunscritas a un triángulo, de centro un dado
punto, es notable la que estudió G. Cesáro (1), la cual tiene por centro
el incentro del triángulo, dicha elipse es U. En aquella nota se demuestran
las relaciones siguientes que ligan los semiejes oc, (3 y el área S de U con
los radios R y r de los círculos círcunscnto e inscrito:

oc + (3 = ZR
oc(3 = ZRr

S = Z7'Rr
(1 )

En esta nota vamos a demostrar propiedades análogas para las Elip,
ses circunscritas a un triángulo ABC, que tienen por centro los centros
de los círculos ex inscritos y a que, por analogía con la (U), llamamos
Elipses (U¡), (i = a, b, e).

§ I. Teorema 1

El área de una elipse (U¡) es doble del área de la elipse cuyos semiejes
son los radios de los círculos circunscrito y exinscrito correspondiente,
esto es:

{Z)

o bien, en otros términos:

El producto de los semiejes de la elipse (Ui) es igual al producto
del diámetro del círculo circunscrito por el radio del correspondiente
círculo exinscrito:

(3)

Consideremos la elipse (na) de centro la, centro del círculo exínscríto
correspondiente al lado BC, y tomemos ejes rectangulares con el origen
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en la Y la dirección del eje + x coincidente con la bisectriz dirigida
hacia el vértice A. Si la, lb, le designan las distancias de los vértices
del origen, tenemos las coordenadas:

A

B

C

(la, O)

(lb cos C¡2, - lb sen C¡2)

(le cos B¡2, lb sen B¡2)

(4)

La ecuación de la elipse es de la forma:

Nx2 + Pxy + My2 + F O (5)
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Por las (4) se obtienen: y

M senS C/2 - P cos C/2 sen C/2 + N (COSS C/2 - las/lbS) = O t
• (6)

M sen- B/2 - P cos B/2 sen B/2 + N (COSS B/2 - las/lbS) = O

O bien, designando por T el área del triángulo:

M N T
-- sen- C/2 + -- (COSS C/2 - IBa/lbS) = --

P P ab

M N T
-- senS B/2 + -- (COS S B/2 - laS/leS) = --

P P ae

(7)

Sabiendo que

bep

p-a

se deducen los valores de MjP y N/P, Y luego los coeficientes de la ecua
ción (5), que será:

a 2 (b - e) (p - a) ap - (b - e)S
__ x S _ xy + yS _

p T (p - e) (p - b)

abe
---=0 (8)
p-a

Ahora, la superficie de una elipse de ecuación (5) es dada por la
fórmula

2rcF

pues, en el caso de la [8], tenemos:

rcabtt

(p-a)

ap - (b - e)S ) _ (b - e)S (p - a)S

(p-b)(p-e) T2V(-;-·
Sa = --;=:;:=====~==;::;:==:;:;==::;:::::;==:::;::;-

«abe

2(p-a)

2rcTR

(p-a)

2rcR (p - a) r

(p-a)
= 2rcRr a ,

siendo r« el radio del círculo exinscrito.
De donde el producto de los semiejes

oc~ = 2Rra (9)
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Teorema 11

Los semiejes (OCI, ~I) de la elipse (Oi) son iguales a la distancia entre
los centros de los círculos circunscrito y exinscrito correspondiente,
más o menos el radio del circulo circunscrito, esto es

OCI } = 01 1 ± R
~l

En la elipse de la ecuación

aux2 + 2a12xy + a22y2 + a33 = O

los semiejes son exprimidos por la relación

1 1 au + aa
--+--=----

oc3 ~2 a33

pues, en nuestro caso:

1 1
-+-=

oc2 ~2

(p-a)

abcp (p - b) (p - e)

Ahora

(p - a) . [ ap - (b - e)2 +~] =

abe (p - b) (p - e) p

[ap 2 - p (b - e):!' + a(p - b) (p - e)]

p-a

abep (p-b) (p-e)

(p-a)2

4TRP

(p _a)2

y por la expresión entre paréntesis:

ap» - P (b - e)2 + a (p - b) (p - e) = abe + p (2ap - (b - e)2 +
+ a 3

- ab - ae)

= abe + p(a2-(b-e)2)

= abe + 4p (p - b) (p - e)

= 4TR + 4Tra = 4T (R+ ra) .
Luego,

1 1 4T (R + ra)
-- + -- = ------

oc2 ~2 4TRr2

Siendo por la (9)

OC~ = 2Rr ,

R + r«

R +ra

--- (2Rra)2 = 4R (R + ra),
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de donde:

IX + ~ = 2 V R (R + 2r ) = 2.01a

IX - ~ = 2R
(10)

o bien, designando por p la distancia Ola,

IX I
= pa ± R

~ I
(10')

En general, por las elipses (Oz):

(11)

oc. ~. ~ 2R,. (i ~ a, b, '1 \

IXI - ~I = 2R

IXI + ~¡ = 2 . 011 = 2p¡

Corolarios.-La (9) puede escribirse

1 2(p - a)
--=----

Sa ttabc

y las análogas

1 2(p -b) 2(p -e)
--=----

Sc

Sumando

1 1 1 2(p - u + p - b + p - e) 2p
-+-+-= =--

Sa Sb Sc nabc ttabc

1 1
= -- = -, por la (1).

27tRr S

Entonces el inverso del área de la elipse (O) es igual a la suma de
los inversos de las áreas de las elipses (Oz).

Por las (11) tenemos:

IXI - ~¡

R=---
2

r¡ =----
IX¡ - ~¡

luego todos los triángulos inscritos en una elipse (Oi), cuyo ex centro Ir
coincide con el centro de la elipse, tienen mismos radios por los círculos
ex inscritos y circunscrito. El lugar de los centros de los círculos cir-
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cunscntos a estos triángulos es una circunferencia concéntrica a la
elipse (n,) y que tiene por radio (ai + ~,) /2.

En efecto, si «x» y ~y» son las coordenadas del lugar, referidas a ejes

rectangulares con el origen en 1" siendo 01,' - R(R + 2r¡), y elimi
nando R y r, por las (11), tenemos:

1
x' + y2 = _ (a, + ~¡) 2

4

de donde el enunciado.

§ 2. Orientación de la elipse (n¡)

Consideremos la elipse (na), pudiéndose sus conclusiones generalizar
y extender a las otras (n,).

Si 'Fa es el ángulo que un eje de (na) hace con la bisectriz Ala (eje
de referencia en la ecuación (8) ), será:

- 2(b - e) (p - a)
tg 2'Fa = ----

-2(b - e) • T

T . [a/
p _ _ a_p__(b_- e)2 ]

(p - b) (p - e)

-2(b-e)' T

a(p - b) (p - e) - ap» + p(b - e)2 -abe(cos B + cos C + 1)

b - e sin B - sin C

2R( cos B + cos C + 1) cos B + cos C +
Esta fórmula permite la construcción del ángulo 'Fa y conduce al

siguiente teorema:
El ángulo 'Fa que un eje de la elipse (na) hace con la bisectriz del

ángulo A, es la mitad del ángulo que la recta Ola (que junta los centros
de los círculos circunscritos y ex inscrito) hace con la altura ha, O bien
con el radio correspondiente del circulo ex inscrito.

En efecto, pues

r«
cos B + cos C - cos A = -- - 1 (*)

R

la (12) puede escribirse:

(b - e)/2
tg 2'Fa

r« + R cos A
/"..

Ahora, en el triángulo OlaM, tenemos

r<: OM CN-CS
tg OlaM = -- = -----

laM laS + SM
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pero,

CN = aj2 , CS = p - b , laS = r« y SM = ON = R cos A

luego

r">; aj2 - (p - b)
tg OIaM = ------

r« + R cos A

(b -e)j2

ra + R cos A

de donde /"r-. OlaM
2epa = OJM , epa = ---

2

4P

(p - alabe

4p(p - b) (p - e) - abe

/"..
Pues epa es la mitad del ángulo OlaM, y para obtener la dirección

axial de «Xl) es bastante conducir por la una recta que haga con la bi-

/"-
sectriz del ángulo A, el ángulo (OlaM)j2.
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( .) Demostración de esta relación:

r« T
---1 =-----1 =-----1 =

R (p -a)R

4p(p - b) (p - e)
---------1=----------

abe abe

a 3
- ab» - ac' + asb + a'c - b3 + b'c - c' + bc'

2abe

b(a' - b' + e') + e(a' + b' - e') - albo + e' - a')

2abe

------ + ------
a' - b' + c'

2ae

a' + b' - c'

2ab

b' + e' - a'

2bc

= cos B + cos C - cos A.


