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HACIA UNA SISTEMATIZACION DE LA
MATEMATICA FINANCIERA

Por Luciano FERNANDEZ PENEDO

En los mas diversos problemas de la llamada Matematica Financiera
y Actuarial se puede observar una fundamentacién comun, que permite
establecer determinados postulados sobre los que es posible edificar un
estudio sistematico de tales problemas.

En este sentido ha realizado Alfred Loewy una axioméatica de las
formulas del interés simple y de la capitalizacién a interés compuesto;
deduciendo cada una de ellas de cinco postulados (1). Posteriormente
hemos publicado nosotros un breve estudio sobre la capitalizacién gene-
ralizada como grupo continuo de transformaciones que depende de un
parametro (2).

Siguiendo esta directriz, el presente trabajo pretende realizar una
completa sistematizacién de la abundante casuistica que presenta el
clasico caleulo financiero, al mismo tiempo que incluye el problema de
la depreciacion monetaria, elemento perturbador en la cldsica exposicion
de las matematicas comerciales.

Hasta ahora se ha admitido en toda clase de problemas econdémicos,
mercantiles o financieros, tanto tedricos como practicos, de una forma
implicita, que el valor de la moneda es constante: no se deprecia, ni se
revaloriza, tiene siempre el mismo poder adquisitivo. A lo sumo, se le
atribuyen pequefnas variaciones, con marcado caracter oscilante, que
dan origen a los clasicos estudios de cursos y cotizaciones, impuestos
siempre, de forma mdas o menos directa, por la aplicaciéon de la ley de
oferta y demanda.

En la realidad, desaparecido el patron oro, y habiendo adquirido el
crédito y la renta nacional importancia decisiva, e introduciéndose nue-
vos factores en la economia de mas o menos dificil ponderacién, las varia-

{1) (Axiomatische Begrundung der Zinstheorie). Jahresbericht der Deutschen Mathe-
matiker. Veremnningung, tomo XXVIII.
(%) Gacela Matemdtica, 1.» serie, tomo III, ntm. 2.
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ciones de una moneda sobrepasan en mucho a las determinadas por los
factores financieros tradicionales: como la acumulacién de intereses en
régimen de capifalizacion, rentabilidad de valores, etc.. .

De esta forma, los problemas financieros clasicos, apoyados en el
axioma de la igualdadide »valores actuales» de capitales con sentidos
opuestos y vencimientos distintos, susceptibles de producir intereses,
como Unica variacion digna de tenerse en cuenta, quedan desde el punto
de vista de la reahdad econdmica presente, reducidos a siumples curiosi-
dades historicas, al introducir elementos modificativos de capitales, en
consonancia con sus valores adquisitivos, impuestos por una insoslaya-
ble realidad, y que es su verdadera finalidad y su razon de ser.

No obstante, todavia en los problemas de ahorro y previsidn, en
las capitalizaciones y amortizaciones a largo plazo, en las inversiones
de capital a interés lijjo; y en general, en todo problema econdémico
planteado sobre un largo intervalo de tiempo, se sigue operando con el
falso sentido de la invariabilidad del valor adqusitivo de la moneda.
La depreciacion de capitales en dinero, o su posible revalorizaciéon, no
suele precisarse cuantitalivamente en su verdadero significado, pese a
su importancia fundamental. Mientras que, un poco por rutina, se siguen
aquilatando con exceso, tasas de interés, porcentajes de beneficios, mds
ficticios que reales, de mucha menor nfluencia financiera. Hasta el
punto que, con un criterio ponderativo, pudiera prescindirse de todos
los factores modificativos de capiial, ante la importancia definitiva
impuesta por una depreciacién monetana.

Si los problemas econdémicos a que nos venimos refiriende, han de
estudiarse de forma real, es preciso prescindir de la invariabilidad ad-
quisitiva de la moneda en el transcurso del tiempo: solamente tiene
sentido hablar de la moneda cuando se le asocia un instante.

De esta manera, s1 suponemos un capital z, asociado a un instante i,
y representamos por z’ el valor de dicho capital en el mnstante ¢, tendre-
mos que admitir que z’ pueda ser expresado inequivocaniente cuando
se conozca los valores de @, t y #'; o sea, que exista una funcién

2 = flz; t, )

que define una transformacion sobre una variable, en la cual ¢ y i pueden
considerarse como parametros.

En resumen, se pretende estudiar de forma sistemadtica los distintos
problemas de la clasica matematica financiera, incluyendo el factor modi-
ficativo impuesto por la depreciacién monetaria, por'medio de un grupo
continuo de transformaciones dependiente de dos pardmetros esencia-
les; isomorfo como «a fortiori tiene que suceder (1) con el grupo de las
sustituciones lineales sobre una recta. Este grupo, que llamaremos
«Grupo Financiero», realizard una sistematizacién de los mas diversos
problemas, permitiendo considerar cada uno como una simple particula-
rizacion en las condiciones iniciales.

(1} Biancui: Teoria dei Gruppit Continue Finili di Transformazioni,
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Sea, pues, el capital =’ en el instante ¢, que procede del capital z,
considerado en el instante I; es decir, supongamos la existencia de la
funcion

w = f(z; 1, ).

Sobre la que haremos las siguientes hipOtesis:

1.2 Serd funcién analitica respecto a « y a los parametros f y I'.

2.2 8i V" toma el valor #, ' toma el valor x; esto es, se obtiene Ia
identidad cuando los parametros son iguales:

T = flx; L, ).

Hipotesis que resulta evidente desde el punto de vista financiero.

3.2 Si se consideran tres instantes, por ejemplo: I < 1’ < t”, en los
que el capital toma los valores z, z’, '’ respectivamente, se puede con-
siderar '/ transformado de « desde el instante ¢ al ¥/, o también como
transformado de z’ al pasar del instante {” al . Esto es, se cumple la
relacion funcional:

@ = (@ 1, ) = [ 1, 1)

o su equivalente: f(z; ¢, ¥') = f[flx; 1, ¥'); ¥, "’]. Lo cual significa que
la serie de transformaciones, doblemente infinita, definida por f(z; 1, '),
constituye un grupo sobre una variable, dependiente de los dos pardme-
tros esenciales { y . Esta tercera hipdtesis resulta también evidente en
Ia clase de problemas que tratamos de estudiar.

Caso pariticular.—Un caso particular, pero fundamental en toda teo-
ria financiera, se obtiene al imponer una nueva condicién, con lo cual
se obtendra un subgrupo del proceso econémico anterior. Esta condi-
cion la expresaremos de la forma siguiente:

4.2 B8i en el instante { consideramos dos capitales de valores adqui-
sitivos z y @, los cuales, en el instante {* toman respectivamente los
valores o’ y «'y, es logico suponer que, si ambos estan sometidos al
mismo régimen de capitalizacion, la suma x -4 x,, en el instante I, se
transforma en la suma z’ 4 z'; en el instante I’. Asi resulta la relacion
funcional siguiente:

f(w + 5 1, tl) = f(x’ A 1,) + /(mh i t')'

Esta relacion, en virtud de la continuidad de la funcidn f respecto
a z, admite la solucién =zf(1; ¢, ') para cualquier valor real de z. Lla-
mando a f(1; ¢, ¥) = ali, t'), la transformacién queda reducida a

© = alt, ¥)z, [1]

subgrupo de las homotecias, que depende de un solo pardmetro esen-
cial a que toma el valor 1 cuando ' toma el valor ¢; esto es, a(i, I) = 1-
Consideremos tres instantes, #, ¥’ y 1’; se tendra, pues,

:2?” — z./a(tl’ t”),
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o también
z" = za(l, V).

De donde, sustituyendo z” por a(f, ')z, resulta la siguiente relacion
funcional de composicién de parametros:

alt, 1) = a(l, V) - all', 17),

en la cual, dando a { el valor cero, resulta:

alt, 1) = )

representando por A({f) Ia funcion a(0, #).
Luego el subgrupo [1] puede escribirse

siendo A(#) una funcién arbitraria pero analitica de la variable {.
La transformacioén inifinitesimal de [1] se obtiene dando a ¥ el valor
t 4 3t resultando
x4+ 3 =ux-a(t,t + 8) = z[1 + «{f)3f],

- despreciando los infinitésimos de orden superior al primero y desig-
nando por «(f) la derivada

da(t, t')
o

particularizada para I’ = {, esto es:

A esta funcion A{#) por su significado, le lamaremos factor de capi-
t

talizacion desde el instante O al instante ?, y a f a(t)dl factor logaritmico
[

para los mismos instantes. El régimen de capitalizacién queda definido
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por el conocimiento de la funcion «(#). La transformacion {1] puede escri-
birse también asi:

5

La funcién «(f) puede suponerse descompuesta en dos sumandos,
velocidades respectivas de capitalizaciéon y depreciacion: o(f) = 3(f) +
+ ().

La anterior transformacion puede ser escrita asi:

0 0
/oc(t)dt / a(t)dt

v t
z' e =€ = K

donde K es una constante, cuyo significado es el valor actual (instante O)
del capital  que vence o ha vencido en el instante £.

Asi, por ejemplo, en un régimen de moneda estable y({) = O, y la
velocidad de capitalizacidn es constante y positiva, pudiendo darle la
forma §(1) = log (1 + i), donde i es la tasa unitaria de interés, resulta
para K el siguiente valor:

€T
K=—-
(L 41)

valor actual a interés compuesto.
También en régimen de moneda estable, si

i

8(1) = ———,
1 4+ it
resulta para valor de K
z
K=——
1 4+ it

valor actual de un capital a interés simple.
Por ultimo, la férmula real de capitalizacion, en el caso de existir
una depreciacion de velocidad instantanea y(#) tomaria la forma:

"
¢ —1 f*{(t)dl‘
® =zl +i) e}

equivalente a la del interés compuesto en régimen de moneda estable.
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Aplicacién practica.—Como aplicacién practica podemos deferminar
la velocidad de depreciacion de la peseta desde 1940 a 1955, tomando
su valor adquisitivo deducido de los indices ponderados de precios al
por mayor, segtin el anuario estadistico de Espafia de 1956.

Supongamos que el capital no produzeca intereses, o sea que i == 0,
y designando por I'(}) una funeién primitiva de vy(f), la transforimna-
¢ion [1] puede ser escrita

T PE)—I()

—_— = e

a,/./

Tomando como base 100 pesetas del afo 1913, y considerando

T'(1913) = 0, se tiene-i%:O— = er(tl), de donde resulta la serie de valores
siguientes:
2,888 — ¢ 1940 | r(1940) = 1,06056
3,145 — ¢ 194D T(1941) — 1,22935
3,754 = ¢ 1992 T(1942) = 1,32282
4,191 = ¢ 1943 T(1943) = 1,43294
4,508 = ¢ 194 T(1944) = 1,50570
5,000 = ¢ 195! I'(1945) = 1,61004
6,004 — ¢ 1949 T(1946) = 1,79242
7,040 = & “®” | Tomando logaritmos | I(1947) = 1,95160
7541 = ¢ 1948 neperianos T(1948) = 1,96035
8,069 = o (1949 T(1949) = 2,02035
9,522 — ¢ 1950 T(1950) = 2,08803
12,231 = o (195 T(1951) = 2,25360
12,335 — ¢' (195 T(1952) = 2,50407
13,213 = ¢! (1959) T(1953) = 2,51244
13,278 — 11994 T(1954) = 2,58611
13,795 = ¢ (1955) | T(1955) = 2,62430

De los valores de I'(f) se desprende que puede tomarse, en el periodo
considerado, una funcion lineal I'(t) = At + B, de la cual interesa sola-
mente conocer A, puesto que el exponente I(f) —I'(#') = — A(l"’ —1) es
independiente de B.
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Ajustando por minimos cuadrados resulta el sistema:
n

n n
A - = t2]+B p i] = — X tJI‘j
j=1 j=1 j=1

del cual se deduce para

n n n
nZi,vI‘]-Zl"]Zt]
1 1 1

n n 2
n X2 —[Ztl]
1 1

Para simplificar, tomemos como instante 0 el final del afio 1913, En-
tonces, los finales de los afios 1940, 1941,... 1956, serdan los instantes
respectivos 27, 28 ...742; y asi:

— A =

n =16

16 16 16

= i = 552 T I =t = 19.119,3416
1=1 j=1 j=1

16 16

¥ % = 19.385 3 OuI) = 1.232,8319
j—_—l j:l

16 ) 605,9688

¥ I'() = 31,0033 —A=— = 0,11106 ... == 0,111,
j=1 5.456

Luego I'(f) = — 0,111# 4 By, por tanto, la férmula del interés com-

puesto, al tener en cuenta la depreciacion de la moneda entre los afios
1940 y 19586, seria:
r—1i
— 0,111{¥ — 1)
z' =gl +1i)-e

Valida para el periodo consideradl, pero resultarad solamente una
aproximacion, siempre incierta, si se tratase de extrapolar fuera de este
periodo.

Como justificacién de las afirmaciones hechas en las introducciéon
podemos encontrar el tiempo que necesita un capital colocado en una
libreta de ahorro al tipo de interés normal del 3 por 100 para que pierda
la mitad de su valor adquisitivo

N\

vt ,
1 =2x1,08  xe O —1)
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y al tomar logaritmos:

0 =log?2 + (' — ) (log 1,03 — 0,111 log e)
de donde:

0,30103
V! —f = ——— = 8 afios y medio.
0,03537

CASO GENERAL

En el caso general, se cumplen solamente las condiciones 1.2, 2.2
y 3.2, no cumpliéndose la condicién aditiva establecida en el postula-
do 4.0, por estar somefidos los capitales a régimenes distintos de capita-
lizacion y a incrementos o disminuciones determinados por otros facto-
res distintos de la depreciacién o revalorizacién monetaria, por lo tanto,
la transformacion general

L@ = fla; 4L 1)

define un grupo continuo dependiente de dos parametros, sobre la varia-
ble z, que representara un bien econdmico cualquiera. Este grupo,
semejante con el grupo de las sustituciones lineales y* = ay 4 b, se re-
ducira a él por medio de la transformacion

y=2, a= a<ty t’) s b = b(t: t/)
quedando, por lo tanto, de la forma
' = xalt, V') + b(i, V)

teniendo la identidad parai = ¥, estoes: a(f, ) =1 ; bt = 0.
Considerando tres instanles , ¢/, ¥/, resulta:

' = za(l, ") + b(t, 1)
m/l — x/a(tl’ t/l) + b(t, tll)
' = za(t, V') + b, ')

Sustituyendo se obtiene las férmulas de composicién dé los para-
metros

a(l, 1) = a(t, ¥') - a(t’. ")
B, 1) = b, V) - a(l’, 1) + b{t', 1)

En donde, haciendo { = 0, y designando por A(l) = a{0, ) y por B(f) =
= b(0, I) resulta:

A(t//) A(t//)
alt’, ) = y W, 1Y) = B({") — B{) ———
AllY) At
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Por tanto, la transformacion del grupo puede escribirse:
A(l) A(l)

+ B(t') — B(?)
A(l) Afl)

(2]

Transformacion infinitesimal del grupo.—Para hallar la transforma-
cion infinitesimal del grupo hagamos ' = t + 8, obteniendo asi:

At + 3t) At + 3t)
T 4 8 =& ———— + B{l + 8) — B{f) ———
Al?) ) Al2)

Desarrollando en serie y prescindiendo de los infinitésimos de orden
superior al primero, queda

sz = [za(l) + B(1)|3t
Donde

dalt, V) Al b(t, ¥) ,
a(l) = [~—————]H,= y e = [—————]t,_f B(1) +

2t
+ B() - oft)
obteniendo asi las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
A’(f) = o(t)A(Y)
B(t) = o(f)B(t) + B(t)

La integracion de ambas ecuaciones diferenciales nos permite deter-
minar las funciones A(l) y B(I) si conocemos «(f) y B(t). Por tanto, un
proceso financiero cualquiera quedara determinado por el conocimiento
de las funciones «(l) y B(f). cuya interpretacion financiera puede ser la
siguiente: segin vimos en el caso particular anterior = - «(t)df, es la
capitalizacion de z en el intervalo infinitesimal (f, f + 3f), sujeto a inte-
reses y despreciacion, y B(#) - 3t seria una cuota positiva (aportacion)
o negativa que el bien econémico = experimentaria en el mismo intervalo,
expresada en moneda correspondiente al instante I, y que llamaremos,
consecuentemente, cuota instantdnea en el instante i.

Al integrar las anteriores ecuaciones diferenciales se obtiene:
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y, por tanto, la transformacion finita (2] puede ser escrita asi:

4 4 0
f o t)dv / o()dr ¥ f oft)di
, t 0 f B(r)e T

z = xe + e ; dw. 31

Podria considerarse el otro subgrupo semejante al de las fraslacio-
nes lineales, es decir,

z =z + b{i, )

donde b{l, ¥') = B(’) — B{l), siendo B({) solucién de la ecuacion diferen~
cial B’(f) = B(#). Seria un proceso financiero donde x no estd sujeto a
capitalizaéién ni depreciacion; y solamente su variabilidad en funcién
del tiempo, estd determinada por los incrementos o euotas instanta-
neas B(f). Este subgrupo, pues, desde nuetro punto de vista, carece de
importancia.

Por ultimo, la transformacion {2] puede ser escrita

@ —B{l) = — B(f)
= =K
A(Y) A(l)

que indica el valor constante de los cocientes anteriores, donde K re-
presenta el valor del bien economico z en el instante ¢ = 0, puesto que
A(0) =1y B(0) =0.

APLICACIONES

Rentas en general.—Si queremos constituir un cierto capital por
medio de las cuotas instantaneoas definidas por la funcién B(i), bastara
imponer la condicién inicial K = 0, esto es, que el capital considerado
inicialmente sea nulo, resultando:

z—B() =0

O sea, sustituyendo B(¢) por su valor

] 0
/ at)dw 4 ftx(t)dt
? / B(v)e 7 *

]

r=e dr

expresién bien conocida del capital z formado en el intervalo (0, t).
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Amortizaciones.—Si se quiere amortizar un capital K econ las cuolas
instantdneas dadas por B(f), la deuda residual en el instante t sera el

valor de z
z = KA({l) + B(})
O sea, sustituyendo A(f) y B(#) por sus valores,

[ 1 ‘0
o t)dr a(t)dT : / a(h)dt

0 0 J

+ e /B(T)e d~r
(7}

= Ke
El intervalo que dura la amorfizacion T, se obtendria haciendo

nula la deuda residual para { = T
0 = KA(T) + B(T)

y sustituyendo A(T) y B(T) por sus valores y simplificando, resulta

0
0 /toc('r)dr
K = frﬂ(f)e dt

Una particularizacién interesante resulta al suponer que las dos
funciones «(f) y B(f) se reduce a constantes «; y B;; entonces la transfor-
macion [3] queda de la forma
B

[4]

a(t — 1) [ a(t’ — i)]
—— — e

T=1x-e
%y

que solamente depende de un parametro esencial v = ' — £, intervalo
desde el momento en que se considera a z, hasta el instante en que se

transforma en z’. La anterior transformacion puede ser escrita

B B
& 4 — z 4 —
oy o
= = K
T 1
e
By
oy )

resultando, pues, para A(f’) = ¢ B y para B({) =

Si hacemos el cambio de variable

y = log (x’ - ——1—)
%

)

y = logi{z + —
%

T = oyt
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resulta nuestro grupo [4] semejante al subgrupo de las traslaciones
libeales y* =y + T.
Si no existiese depreciacion, o, tomaria la forma log (1 + i) y dando

o
a B, al mismo tiempo el valor constante — C ——-1— resultara para [4]
i
T
T 1 — (1 + 1)
z=z{1+1) + €
1 -

que en la hipotesis de las rentas, o sea cuando # = 0 nos da =’ =
= (— G).S— y en las de las amortizaciones, bien la deuda resi-

7|,

0
dual z’=(1 + i) —CS Tl o la cuota anual al suponer el instante final del
Tl

procesot =n 2 =0 C=wa_|,
n|i

En la hipotesis de la amortizacién, la diferencia K — z = y resulta
ser el capital amortizado en el instante #; por tanto:

y = K[l — A(})] — B(i)
o también

y* + B(1) y + B(I)

1 — A() 1 — A(l)

transformacion finita de un grupo sobre la variable y dependiente tam-
bién de dos parametros { y ¢.

Significado de un grupo paraméirico.—De la ley de composicién de los
parametros

alt, ') = a(l. V) - alt’, ")
b(t, 1) = b{t, ¥') « all’, V") + bV, 1)

se deduce un grupo paramétrico tomando como variables & = a(f, I"') ;
E=all,l')) ; 0 = b t) ;= b(t, t'), cuya interpretaciéon financiera es
inmediata: £ es el valor adquirido por la moneda del instante f consi-
derada en el instante ’, afectada ,por lo tanto, por capitalizacion y
depreciacion desde el instante f al #'; y 7 es el valor alcanzado por las
aportaciones de capital entre los mismos instantes.

Tenemos, pues, el grupo sobre dos variables

EI — a(l’, t//)g
7 = a’, 1")n + (¥, 1)
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Sumando o restando, segun el caso, nos reproduce el grupo sobre la
variable z = £ + 7

o= a(l’, Ve + b, 1)

del que se ha partido; estando de acuerdo, como era de esperar, el signi-
ficado de la variable z con la interpretacién dada a las variables £ y 7.

Impongamos a estas transformaciones la condicion inicial siguiente:
para I’ = 0, las variables toman los valores: £ =K ; =0 ; z = K,
y, por tanto, para cualquier instante posterior i,

& = A(DK
nt = B(l)
zr = AHK — B(#)

Tendremos asi, en el instante £, el valor & de un activo degradable,
moneda o un bien econdémico cualquiera; el valor o del montante en
ese instante formado por las cuotas instantdneas destinadas a compensar
la depreciaciébn que tendra signo opuesto al antierior; por ultimo, i,
sera el valor de segunda mano.

Sila vida util la designamos por T, el valor de deshecho sera A(T)K —
— B(T) = &y

El otro grupo paramatrico, reciproco, como es sabido, del anterior,
serd:

gy = Eua(l, ')
7 = &L 1) +
Al dividir la segunda por la primera resulta

1 b(t, t') T

’ 4 +
126 a(t, t) Ea(t, V)
Teniendo en cuenta que

1
all, ) = ———_—a(t’ )

puede ser escrito asi:

LIf! Ui
= [ + b(tr tl)] a(tl’ t)
& &

1"

Dando idéntica interpretacion a la variable £, tendremos para

1
la siguiente interpretacion: es el valor actual, en el instante {, de las
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aportaciones de capital efectuadas desde  a i/, Para serd también

1
interpretada eomo valor actual (instante ) de las aportaciones efectua-
das en el intervalo ¢ a #”.

CASO DE IMPOSICIONES DISGCRETAS

En los problemas de cardcter practico las aportaciones o cuotas de
capital suelen efectuarse de una sola vez, al final o principio de ciertos
. periodos (vencimientos de las cuotas). Esto es, las aportaciones no son
instantaneas como hemos supuesto hasta ahora, sino expresables por

una funcién de {, Q(f) que es nula, salvo para ty, &, &, ..., tr, ... 1nstan-
tes de los vencimientos, en que precisamente toma los valores Q,, Q,,
Qs ..., On, ... 1mporle de las respectivas cuotas.
En este caso, la transformacién [2] debe ser estudiada solamente en
los instantes 4, &, &, ..., &r, ... De esta forma, se tiene:
Althiy) A{lh44)
Thiy = T ————— + B{lh4y) — B(ln) ———
Altr) Afln)

de donde, la aportacion desde el instante ip al fh4, sera

Allh+1)
Qlth+1) = B(lh+1) — B(lp) ——— [5]
Altn)
que puede ser escrita tambien asi:
" B(th+1) B(in) _ Ofth+1)
Alth+y) A(ln) A(ln)

ecuacion en diferencias finitas, cuya solucion general se obtiene inmedia-
tamente sumando las igualdades que resultan al dar a i los valores
0, by, Iy, B3, .. thty.

Por lo tanto,

Blnsd B QU+
Aln) =0 Alty4a)

por ser B(o) = 0.
Si las imposiciones son realizadas por periodos vencidos, resulta

h Oft)
B(ln) = A(fh) =
1 AL)

Si lo fueran por periodos anticipados

B(th) = A(ln) =
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Y la transformacion general serd, pues

Alh + k) htk Q)
Zhtk = Th ————— + A(h + k) X (periodos vencidos)
A{h) j=h+1 A(f)
A(h + k) h+k—1 Q(t) ,
Zhyp=axh ——— + Ah + k) X (periodos anticipados)
A(h) j=h A(l)

CONVERSION DE IMPOSICIONES CONTINUAS EN DISCRETAS
Y RECIPROCAMENTE

En la igualdad [b[ podemos sustituir las funciones A(f) y B(#) por
sus expresiones, resultando al simplificar:

thyq 0

ch(t)di thos ;c(r)d'r
Olths,) = e tﬁ(t)e di [6]

h
(en el caso de imposiciones vencidas). De forma que conociendo las fun-
ciones « y B podremos determinar los valores de las cuotas Q en los
instantes de sus vencimientos.

Aplicaciones.—En las aplicaciones que siguen supondremos que a«f(f)
se reduce a una constante o, que tomaria el valor log (1 + i} si no exis-
tiese despreciacion; o también log (1 + i) — 0,111, en el caso de Ia
depreciaciéon visto anteriomente.

En este supuesto, consideraremos los tres casos siguientes para la
funcién B(i): a) constante, B(I) = B;; b) funcion lineal, B(f) = B, + ui;
.¢) funcién exponente, B(f) = B,A.

a) Al sustituir en [6] las funciones o« y f por las constantes a,
y B; queda:

thaqy ,—oql B
Qltnty) = e%afhti b, / e = — 1 — el — )]
. o
in '

luego el valor de la cuota Q(in+,) depende, como era de esperar, del
interyalo I, — In. Pero si éste fuese constante, por ejemplo, un afio,
entonces la anualidad seria constante

B,
Qlints) = — [ — 1]
51

Reciprocamente, podriamos pasar del proceso discreto de cuotas
constantes al continuo, tomando para £, el valor constante

Qo
pl =

e — 1
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Si no existiese depreciacion; es decir, si o, = log (1 + i), entonces el
valor de la cuota Q seria

if
log (1 + i)

y, por tanto,

_ Qlog(l +1)

i

1

b) Sustituyendo 8 por la funcién lineal B, + wl en [6] resulta:

th4 -
(B + plje%dat
in

Qlli4) = el f
y al integrar por paries y simplificar resulta:

1 @ ; ; w
Qtnts) = —— | By + wihgy + — — etaltita—1In{p, + uth + —

oy % oy

En caso de tratarse de anualidades, esto es ip4, — #n = 1 la cuota
Q(th41) toma la forma:

i i—log (1l + 1) @i
Qat,) = ———— [31 +w - ] + — h
log (1 + i) tlog (1 + i) log (1 4 i)

expresion de la forma M - Nh.

Luego el estudio de cualquier proceso financiero con cuotas anuales
vencidas en progresion aritmética, en el cua «(f) = log (1 + i) equivale
al correspondiente proceso continuo, donde la funcion B(I) = B, 4 wuf
es lineal,

¢) Sea ahora la funcidon B(f) = B,N, al sustituir en {6] e integrar
resulta

B
Q(fh.].l) = -—-——;———— {)\th—l-l._ Atlz eal(th_}.l—th]
log A — oy

como expresion de la cuota. En el caso particular de que o, = log (1 + i),
se simplifica dando

Blh— (1 + )]
Qb +1) = ——— =~ 3

A
log

14+
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al suponer que estas cuotas son anualidades vencidas. Expresién que
es de la forma Mgh; donde los parametros

: A

0

LA

Bp=M ——— ; yAr=gq
A—(1 + i)

Imposiciones en progresién geométrica.)
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DESENREDANDO UN ENREDO
por E. G.-Robpeja F.

En [1] se encuentra un problema (1) que en [2] se le llama «curiosi-
simo enredo».

«Si A, B, C, D dicen cada uno de ellos la verdad una vez de cada tres
veces (independientemente unos de otros) y si A afirma que B niega
que G declara que D es un embustero (2), jcudl es la probabilidad de
que D estuviera diciendo la verdad?»

La solucion dada en [1] es simplista y no correcta. La solucion dada
en [2] tampoco lo es, entre otras razones por la evidente de que en los
razonamientos hechos no interviene la probabilidad de que D diga
verdad.

El problema interpretado como se hace en [1] y [2] es, evidente-
mente, indeterminado.

Si se indican con d, ¢, b, a las proposiciones:

d = D miente, ¢ = C declara d,
b = B niega ¢, a = A afirma b,
y con
X =1, X dice verdad
X =0, X dice mentira
z = 1, la proposicion  es verdad )
x = 0, la proposicién = no es verdad s

El problema da las probabilidadesde A=1,B=1,C=1,D =1

[1[ J. GarLreEco Diaz: Problemas de cdlculo de probabilidades. Madrid (1948).
[2] N. Cumsta: «Un enredo semdéntico-probabilisticor. Gaceta Matemdtica, 12,16-21
(1960).

(1) Tomado del libro: Eddington. New Pathways in Science.
(2) En [2] se cambia «D es un embustero» por Ja frase mdas precisa <D mientes.
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¥y pregunta siendo a = 1. ;Cudl es la probabilidad a posterioride D = 1?
Las 2% combinaciones de valores de

(D’ d} C’ c} B’ b7 A) a)

no son todas logicamente compatibles, para que esto suceda han de
verificarse las igualdades moédulo 2:

a-(A4b) =0 b-(B+c+1) =0 ¢ (C+d =0 d-D=0.

El nimero de combinaciones posibles es todavia de 54, de las cuales
18 corresponden a a = 1. Entre las probabilidades de las 54 combina-
ciones conocemos en total 16 relaciones independientes, que son las
que dan las sumas de las probabilidades de todos los sucesos en que
A, B, C y D toman valores fijos. Las 38 relaciones que todavia son pre-
cisas no vienen dadas en el enunciado, por tanto, el problema no puede
resolverse si no se adoptan hipétesis que lo simplifiquen.

Una de estas hipotesis puede ser (teniendo en cuenta que existen
infinitas verdades e infinitas mentiras), que fuesen cero las probabili-
dades de a = 1, b = 1, ¢ = 1. Es evidente que no se deduce de que su
probabilidad sea cero el que el suceso a = 1 no haya podido suceder.
Entonces se obtiene facilmente que la afirmacion de A no hace variar
la probabilidad a priori de D.

Otra hip6tesis plausible es que las proposiciones sucesivamente enun-
ciadas por C, B y A tuviesen que ser, respectivamente, una de las escri-
tas a continuacidén:

afirma verdad
C) que D dice

niega mentira

af. af. i verdad
B) que G que D dice '

n. n. mentira

af. af. af. V.
A) que B que G que D dice

n. n. n. m.

Todavia hay que precisar si, por ejemplo, B ha dicho verdad o
mentira si G afirma que D dice verdad y B afirma que C niega que
D dice mentira.

Si se supone que en este caso B ha dicho verdad y se aplica el mismo
criterio para los casos andalogos, las posibles proposiciones enunciadas
por G, B y A se reducen esencialmente a dos en cada caso:

D dice } Verdafd =d,

mentira =d,

C afirma g 4 =0

d, =

B afirma $ @ =b

Cy = b,

A afirma}% b, =

- bz = Q,,

una de las cuales es verdad y la otra mentira.
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En el problema se supone que ha sucedido a,, esto implica un numero
par de mentiras. La probabilidad de a es, por tanto:

G -OE G G -+

La probabilidad de la coexistencia de o, y d,, (un numero par de
mentiras entre B, C y A) es:

56 -0 G G-+

La probabilidad pedida serd, por consiguiente:

13

41

Si se supone en cambio que entre las posibles afirmaciones (nega-
ciones) de D, G, B, A hay una sola verdad (mentira) y las demds son
mentiras (verdades); y se admite que todas las mentiras (verdades)
posibles en cada caso son igualmente probables, se deduce que el ntime-
ro de verdades (mentiras) posibles para C, B, A son, respectivamen-
te, 2, 4y 8.

Utilizando la notaciéon del principioc y escribiendo como primer
sumando la parte que corresponde a D = 1, seran las probabilidades:

2 1
pd=1)=0+— , pld=0)=-—+40
3 3
1 1
plc =1) =pld=1) - — plc = 1) + p(d = 0) - — plc = 0) =
2 2
= +
2 -3 23
4 10
ple = 0) = +

Para el calculo de estas probabilidades se ha tenido en cuenta que
el ntimero de posibles mentiras, asi como de verdades de C es 2, y
que la suma de los dos primeros sumandos de p(¢c = 1) y p(c = 0) debe
ser 1/; y de los segundos sumandos 2/;.
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Analogamente:
1 1
pb =1) =plc=1) TP(B=0)+P(C=0) TP(B=1)=
8 14
= 28 . 33 23 33
64 130
p(b = 0) =
2% . 33 23 . 33
1 1
pla 1) =pb=1)" 8—p(A=1) + p(b = 0) —é—p(A=0)=
136 274 410

- + .
26.34 26.34 28.34

La probabilidad pedida sera en este caso:
136

410

Otras hipétesis del mismo tipo son posibles, y conducen a resulta-

dos distintos.
OBSERVATORIO DE SANTIAGO
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NOTA SOBRE SUMACION APROXIMADA DE
SERIES NUMERICAS

Por M. Ros GINER

Cuando se toma como valor de la suma de una serie convergente,
la suma de sus n primeros términos, se comete un error que suele deno-
minarse de segunda especie para distinguirlo de otro fipo de error, lla-
mado de primera especie, que se presenta en aquellos casos en los que
se consideran valores aproximados de los n términos de la serie, que se
van a sumar.

La determinacién del error de primera especie se estudia en los capi-
tulos sobre numeros aproximados de muchos tratados (ver por ejemplo:
Rey Pastor, Andlisis algebraico).

En esta nota nos ocuparemos de la determinacion del error de
segunda especie, refiriéndonos especialmente a las series de {érminos
positivos, y distinguien varios casos, segun el criterio empleado para
averiguar el cardacter de la serie.

Empleando la notacidon habitual S = a, 4+ a, +ag + ... + an + ...
se tiene S = S, + Rp y al fomar S, como valor de 3 se comete un error
que viene medido por el resto enésimo Ry. Se trata, pues, de acotar Rp.

1.0 Series cuya convergencia se determina por el criferio del cociente.

an+
Segun este criterio, desde un valor de n en adelante ——— < &k < 1
dan

An-+i A dn+e <k an+-3
.. < .. <
an an+y An+2

luego se tiene

N

0 sea:

an+1<kan 3 an+g<kun+1<k2'an .. an+3<kan+z<ka'an
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y asi sucesivamente. Sumando las desigualdades obtenidas, resulta

k
Rn=an+1+an+2+an+a+ <an[k+k2+ks+ ..]=———an

1—k
luego
k
g < ——— dap.
11—k

Con el fin de obtener, en cada caso, la cota de error mas ajustada posible
pueden emplearse las siguientes normas.

Si la raz6n de un término al anterior es decreciente se toma para k el
propio valor

an+ Un 4y
resultando & <
an an+a
1 — —
an
Si la razon
an--1
Aan

tiene limite I (caso frecuente)) y tiende hacia [ por valores inferiores se
puede tomar k = [ resultadndo

l
g < —— dp.
1—1
Ejemplo: Calcular el valor de la suma de la serie

1 1

1 1 1 1

1
+ C— + +
1.2 2:3 3 3.4 3

n(n + 1) 30—

1
con error menor que ————.
PAR UL
En este caso
An+1 1 1 n 1
== : = e
an (n+1)(n+2)3n n(n 4+ 1) 3n—1 3(n+2) 3
1

por valores crecientes. Se puede tomar &k = — resultando

1

3 1

g < .
1 n(n 4 1) 3n—1
1 ——
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1
Para que 5, < ———— debe ser n(n + 1) 3n—1 > 10* desigualdad que
210
se cumple para n = 6.
Si calculamos cada uno de los seis primeros términos de la serie
con cinco cifras decimales exactas y por exceso, resulta

S’ = 0,5 + 5 + 0,5556 + 0,00926 + 0,00186 -+ 0,00042 -+
+ 0,00010 = 0,56720

Este numero es un valor aproximado de Sg, por exceso, con error menor
5 1
= ———— mientras que a su vez S; es un valor aproximado
108 2 - 104 1
de S, por defecto, con error menor de ————. Luego el numero 0,56720
2 - 104 1

que

es un valor aproximado de la suma de la serie con error menor que ————
2 - 104
como se deseaba.

2.0 Series cuya convergencia se defermina por el criterio de la raiz.

n
Segun este criterio, desde un valor de n en adelanta ]/an < k<1

Procediendo en forma andloga, a como se hizo en el caso anterior
tendremos

nty_ n-ts nts
/
anyy, < k.. Ants < Ko ]/ ants <<k ... o bien

an4y < kn+3 | An4-g < kn+2z | an4-3 < knt3

Sumando estas desigualdades se obtiene

fen+-1 kn+1
Ry < kn+t gtz - fnd3 |, = ——  luego g < ——
1—&k 11—k

Conviene escoger en cada caso el valor mds pequefio posible de & que
verifique las anteriores desigualdades.
Como guia puede indicarse que si la raiz enésima del término an,
n+t

decrece al crecer n se puede tomar para k el propio valor Van+1 y serd:
an+4a
g L ——

n-+1

an+41
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n
Si la sucesion l/a,, tiene limite (caso frecuente) y tiende hacia él de
forma creciente, se puede tomar k& = [ obteniéndose

In+1

& <~
1—1

3.0 Series cuya convergencia se delermina por el criterio de la iniegral.

Segin este criterio si la funcion y = f(x) es monotona decreciente y

(%}

la integral f fle)dz es convergente la serie f(1) 4 f(2) +f(3) -+ ... +
p

4 f(n) 4+ ... es también convergente.

L.
i
] I
R f I | h
e B N R R
o 1 i
: "' mli Qm}} 1
1 1 1 {
[}
1 1 I | )
" ned nrd nad »
Como Rp, = ap41 + dn4s + ... el resto enésimo estd acotado por

el area comprendida entre la curva representacion de y = f(z), el eje
de abscisas v la ordenada correspondiente a z = n.

(e o]
& < f f(z)dz.
n

Si aplicamos esta conclusion a la serie arménica

Luego

1

co
b

n=1 ne

{siendo a > 1) obiendremos

co 1 1
6 < dz = ————
n ze (@ — 1)na—t
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o0 3

Por ejemplo en el caso de la serie X ln_ 2, si se desea obtener la suma
n=
con error menor gque 10—2 debe ser
1 1
<
1 Y, 102
—n

2

desigualdad que se cumple para n > 40000, lo que indica que la con-

vergencia es muy lenta.

4,0 Series cuyas convergencia se determina por el criterio de Pringsheim

Segin este criterio si desde un valor de n en adelante se verifica
oo
ne - anp < k, siendo k fijoya > 1. laserie X apes convergente.
n=1
Asi, pues, verificandose
k k
nty K ———— Unpg K —————  .....
(n + 1} (n + 2)a

se obtiene

1 1
Rn<lc[ . +]
(n+ 1  (n+2e

y segun se vio en el caso anterior
k

Rpn < —mMmMmm .
(a — 1)na—

Para elegir en cada caso, el valor de k& mas pequefio posible pueden

seguirse las siguientes normas:
Si la sucesion (n 4 1)+ apy, tiende hacia un limite ! de manera

creciente se toma k = [.
Si la citada sucesion es decreciente puede tomarse para k el propio

valor k= (n + 1) apyy.
Ejemplo.—Hallar la suma de la serie

1 1 1

1
o ———
2 + 39 2 +

4
2 4 13 2 - 28

con error menor que 10—2
En este caso ocurre que n® - a, - 1 por valores crecientes. Toman-
1 1 1

—. La inecuacion
2 - n2

< ——— se veri-
2n? 100

do k = 1 se obtienes, <

fica paran > 8.
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Calculemos la suma

1 1 1

+ + ..o+
2 4+ 13 2 4 28 2 4 8¢

tomando los sumandos con cuatro decimales y por exceso. Se obtie-
ne S’; = 0,5005 con error menor que 8 - 10—%. Luego 0,500 tiene todas

1 1
sus cifras exactas. Como &, < ———— = —— < 0,008 resulta definiti-
264 128

vamente que S* = 0,50 es el valor de la suma de la serie con la apro-
ximacion pedida.

5.0 Series cuya convergencia se determina por el criterio logariimico
de Cauchy.

Segun este criterio su desde un valor de n en adelante se verifica

1
L —

=a>1

la serie es convergente.
Como de la condicion anterior se deduce que

1

tn <
na

estamos ante un problema resuelto en el caso anterior por lo que di-
rectamente podemos poner

1
g  —
(@ — 1)na—t

6.0 Series cuya convergencia se determina por el criterio de Raabe-
Duhamel.

El criterio de Raabe-Duhamel dice que si se tiene

an4-1 1

an 14 an

y la expresion nan se conserva, desde un valor de n en adelante, mayor
© igual que un nimero k& > 1 la serie es convergente.

an

Como ap == — 1, escogiendo convenientemente el numero

an4
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an
n[ -—1]>k .
dn4-y

k> 1 se tendra:

o0 sea, nanp—(n + 1) any; = (k— 1) any,, de donde,

1
an+1<———~——-——[ han — (n -+ 1) an4-1 ]
F—1

y analogamente,

1

Unty & [(n + 1) anty —{(n + 2) any, ] etc.

k—1

Sumando miembro a miembro se tiene:

1 nan
nan 0 sea, g <
k—1 kE—1

Rn <

Si la expresion [n - ay] tiene limite I (caso frecuente) y tiende hacia l
por valores decrecientes se toma k = I i
Si la expresion [nun] es mondtona creciente se toma k& = n - an.

Ejemplo: Dada la serie

1 21! 31 nl
—_ 4 + + ... + s R
a ala+1) ala+1)a+2) ala+1)...(a+n—1)

y siendo a = 10, jcudantos términos deben sumarse para obtener la
suma de la serie con error menor que 10—3?

an n{a—1)
Setienen[—— ————1]:———-————>a——1 = 9 de manera
and-q n+1
creciente.
n(a—1)
Tomando como valor de k el de nap = ————— resulta
n+1
n-(n-+ 1!
g <

ala+1)....(a +n-—1)(na—2n—1)
La inecuacion e, << 10% se cumple para n > 4. Asi, pues, habrian
de sumarse los cuatro primeros términos de la serie.
8.0.  Series alleradas.

-~
El error cometido al tomar como suma de la serie alternada con-
vergente qg — a; 4 @, — a3 + ... + (— L)rap + ... la suma parcial
Ay — a, + a — a3 + ... + {— 1)ran, es menor que an4,, siendo la
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aproximacion por defecto si n es impar y por exceso si n es par (véase
Rey Pastor, Andlisis algebraico).
3

Ejemplo.—Hallar Vﬁ—é con cineo cifras decimales exactas. Se tiene

3

L \Ys 11
VT 125+1)/=5(1+_5—)/=5[1+_~._+

) A

21 He 3! 5

l

1 1 1
= {5 — + — ...
3 -5 9 -5’ 81 - b7

que es una serie alternada. Tomando

1 1
8 =5 + e
3 - b 9 .55
se comete un error
1 1
g < ——— <
81 - 57 103

vy la aproximacion es por defecto.
Calculando el valor de S’ resulta 5,01329 < ]/ 126 < 5,01330.

Olras consideraciones.

Si la serie a sumar es caso particular de un desarrollo indefinido
de Mac-Laurin, la acotacion del término complementario suministra un
medio comodo de obtener el error de segunda especie, ya que al ser

1'(0) f(n=*o)
T+ .. +————an 4 Rn
11 (n— 1)t

y tomar como valor de f{z) la suma de los n primeros términos de la
serie de Mac-Laurin se comete un error que viene medido por el térmi-
no complementario. Para acotarle, si se emplea, por ejemplo, la forma
de Lagrange,

xTn
Rp = fn(6x) o< <1
n!
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basta obtener una cota de | fn(8x) | en el integral [0, 2] y si esta cota
es &k se tendra

|
g < ———
n!
Ejemplo.—En la serie
n
z x x? x
e =14 — 4+ — 4 ... — 4 ...

1! 21 n!

si se toman los n primeros términos el error cometido es

an Hx
° Rn = — ¢
n!
Para z = 1 la suma
1 1 .. 1
14— —+ . —
11 21 (n— 1}
3
es un valor aproximado del nimero e con error menor que -— ya
nl
que e6 < 3.
También podria procederse en este caso acotando la serie
1 1 1
— + + + ...
n! (n + 1) (n 4 2)
mediante la progresion geométrica
1 1 1 1 1 1
—_— 4 — + + .= =
n! nln nin? n! 1 (n—1l(n—1)
i —
n

Comparando las cotas obienidas por caminos diferentes se observa
3

que la cota — es, para valores grandes de n, casi el triple de la cota
n!

i
(n— 1 (n—1)




