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NOTAS DE DIVULGACION

LA PROPIEDAD CONMUTATIVA EN LAS SERIES
INFINITAS Y LA FORMULA DE PRINGSHEIM

Por Juan AnNTONIO CaNO CARAVACA

Es bien sabido, que al extender la operacion de sumar al conjunto
de los infinitos términos de una sucesion, se pierden gran parte de las
propiedades de que gozaba aquella, y en particular deja de ser cierta
la propiedad conmutativa, a no ser que se cumplan determinadas con-
diciones que vamos a analizar. Consideremos para ello una serie cual-
quiera de numeros reales

U, +u, +ug+ ... Hun+ ..., (1)
Y sean:
a + Uy +dg + ... +an + .... @)
by +~ by, + by + .. .+ bn + ...

las series formadas por los sumandos positivos y negativos respectiva-
mente de (1). El conocido e importante teorema de Riemann asegura:

1.0 Si las series (2) son convergentes, la (1) es incondicionalmente
convergente,.

2.0 Si una de las series (2) es convergente y la otra divergente, la {1)
es incondicionalmente divergente.

3.9 8i las series (2) son divergentes y el término general de (1) tien-
de a cero, cambiando convenientemente el orden de los sumandos de (1)
se obtienen series equivalentes a la dada convergentes hacia cualquier
nimero prefijado de antemano, divergentes, o indeterminadas con limi-
tes de oscilacion arbitrariamente elegidos.

En este tercer caso, aunque el término general de (1) no tiende hacia
cero, siempre es posible al menos, cambiando el orden de los términos
de (1), construir dos series, una divergente hacia + oo y otra hacia — oo
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En efecto, por ser las series {2) divergentes, si elegimos, por ejemplo,
los niimeros «, B, Y, .... de forma que se verifique:

a, + a +ag -+ o 4 ag > b + 1
aa+1+au+a+. +aB>b2+1
aﬁ+1+a@+a+ ....... +aY>ba+1
la serie: @ - @ + .. + 0g— b1 + gy, + Qay, T oo + ap —
—by +ag,, + .. + @y — b, + .... resulta divergente hacia 4 oo.

Andlogamente se puede construir una serie divergente hacia — oo.

De aqui resulta que las series del fercer caso no gozan nunca de la
propiedad conmutativa, mientras que las del 1.0 y 2.0 siempre tienen
dicha propiedad. Podemos, pues, decir, que la condicién necesaria y
suficiente para que en una serie de nimeros reales se verifique la pro-
piedad conmutativa es que una, al menos, de las series formadas por
los términos de igual signo sea convergente.

Cuando la serie dada no goza de la propiedad conmutativa, siendo
el término general un infinitésimo, el teorema de Riemann no so6lo
asegura que cambiando el orden de los sumandos se obtienen series que
tienden a un limite prefijado, sino que indica la forma en que han de
ordenarse los términos de la serie para obtener el limite elegi,d(‘). Sin
embargo, en las aplicaciones practicas, resulta casi siempre mas util
la formula que vamos a ver, debida a Pringsheim, a pesar de que su
campo de aplicacién es mas reducido.

Sea S la suma de la serie (1), supuesta convergente, y S’ la suma de
1a serie obtenida tomando alternativamente un término positivo y otro
negativo de (1) en el mismo orden en que estan.

Si V, es el término general de la serie alternada asi formada,

o)
§'= = (—L;p+t-Vy
n=1

pongamos la condicion de que nVr tenga un limite finito y no nulo a:

lim nVp =a (3)
n-» oo

En este caso, siendo p y ¢ el nimero de términos positivos y nega-
tivos, respectivamente, contenidos en los n primeros sumandos de (T)
se tendra:

Sn = U1 -+ Uz 4+ ...+ Un = (V1_V2 -+ Va_~-- -+ I
+ Vag—r — Vag) + (Vag+1 + Vag+s + - + Vap—i) (4)
v de (3) se deduce que a partir de un cierto valor de n:
a—e ‘a4 e
a—e<nVp<a-+e; < Vp < H e>0

» n
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de donde:
1 1 1
(a——e)( + +-~-—I——-—-—)<
2 + 1 2q + 3 2p—1
2p — 1 1 1 1
< X Vi <(a+c¢g + +...+——_.___>
n=2q-1 2 +1 29 + 3 2p — 1

Y puesto que:

1 1 1 1 p
lim + + .+ —) = —log (lim——-
g—>o0 \ 2¢ + 1 29 + 3 2p — 1 2 q

¥ ¢ es arbitrario, se concluye que:

2p —1 1 p
lim X Vp = —lim (nVy) - log {lim —
q-> 00 n=2q+1 2 q

¥, por tanto, tomando limites en (4)
1 p
S =8 4+ —1lim (nVy) - log {lim —
2 q
férmula que resuelve el problema propuesto.

1
8i, por ejemplo, Vp = — resulta la férmula siguiente debida a Ohm:

p
+ + ... =1log2 + — log —
2p + 1 2p + 3 2 q

Dejamos para otra nota otros casos posibles que puedan presentarse.



