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CONSIDERACIONES DINAMICAS SOBRE EL

VUELO DE LOS AVIONES A PROPULSION
COHETE. ECUACIONES DIFERENCIALF S DEL

MOVIMIENTO

por

MATEO F" CHICARRO

La obtención de las ecuaciones diferenciales que determinen el
vuelo de un avión propulsado por cohetes, constituyen un amplio
problema que vamos a tratar de simplificar lo más posible, permitién
donos una serie de concesiones que nos conducirán a ecuaciones no muy
complicadas, que proporcionarán una solución aproximada y útil para
un primer estudio de la cuestión.

En términos generales, un cohete es un aparato o proyectil empujado
por la reacción de un chorro de gas. Es decir, que es un ingenio que
lleva un cierto peso de propulsor y lo arroja a la mayor velocidad posi
ble, teniendo lugar esta acción con acompañamiento de energía química.
Esta velocidad de escape (exha ust speed) es, pues, debida a dichos
procesos üsícoquimícos que ocurren dentro del cuerpo del cohete.

Ahora bien, si todas las substancias necesarias para el proceso
acabado de mdicar son llevadas dentro del cohete, entonces estamos
hablando de «propulsrón cohete», pero si el oxigeno necesario para la
, lJll\b, <,on es tomado de la atmósfera círcundantr- a través de la cual
t, J '"clUO se mueve, entonces hablamos de «propulsión a chorro». Nos
011'0" nos concretaremos al primer caso y en resumen nos vamos a re
Icnr a la dmamica símpl.frcada del avión cohete, sin preocuparnos en
absoluto de la cuestión encrgt,i, para lo que supondremos únicamente
qJ10, como hemos dicho, uu.i uerta cantidad de masa es lanzada por
tUL J 1'1 (le tiempo con una 1101'\ a velocidad, mvest.rgnndo el movimiento
del av Ión sobre ol que actua, a.Iemas de la fuerza de reacción de masa,
otras Iurrvas que analizaremo.. y que juegan, un Importante papel.

El1 cl presente momenlo la North American Aviation Company
esta construyendo un vehículo de investigación, el «X-15» que es un
avión pilotado, de 15 toneladas, que alcanzaría alturas del orden de 300
a 500 kilómetros, con velocidades correspondientes, a números de Mach
de 6 Ó 7.
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~I en este momento dicho avión rccibieso una unpuísion -uplerneu
Larra por cohetes que le perrrutierau alcanzar una velocidad 2:¿.;)OO k116
metros POI hora. podría describir "U órbit a alrededor de la TIerra como
un satélite ar-tificial.

La ventaja de este avión «espacial» seria la de poder' volver a Lraer a
Lierra a su piloto, es decrr, que podría ser considerado como una espee e
de «vehículo espacíals de pequeño alcance. Si las pruebas resultan
satísractortas, sería presumible esperar los vuelos espaciales para 1965,
con lo que de unos satélites sin alma se pasaría a la conquista del espacio
por el hombre, probándose que el avión pilotado no ha dicho aún su
última palabra.

El «North American X-15» estará provisto de alerones aerodmármco
convencionales para volar en la atmósfera hasta los :30.000 metros de
altura y mandos a reacción para desplazarse en el espacio

EL SEGUNDO PRINCIPIO DE NI!.WTON

El teorema del centro de gravedad, cuyo estudio corresponde a la
Dinármca de los Sistemas, nos dice que para los cuerpos rrgídos, la
masa de un cuerpo mult pltdada por la aceleración del centro de grave
dad, es igual a la suma de todas la" fuerza" exteriores que actúan "obre
el mismo. En este sentido, el teorema no'> resulta maplicable al caso que
consideramos, toda vez que al irse quemando combustible y producirse
el chorro de gas, la masa forzosamente ha de disminuir. Paca poder
plantear el problema, tenemos que partir del segundo prmcipio de
Newton que lo estableció bajo forma nrotetíca al decir: «la derivada
respecto al tiempo de la cantidad de movmuento es igual a la suma de
todas las fuerzas exteriores».

En efecto. sea un instante determinado l y llamemos m a la masa
total del avión con sus diversos aparatos, pasajeros, etc., y del combus
trble que queda en dicho instante por quemar; designemos por v la velo
cidad del aparato y por e la velocidad relativa, al avión-cohete, de los
gases rue salen por la parle posterior del mismo. es decir, lo que hemos

dm
llamado velocidad de escape o de evacuación, Sea -- = m = - [J. la

di
_ cantidad de masa proyectada en la unidad de tiempo, en donde [J. es

una cantidad posrtiva afectada del SIgno mono-, puesto que la ma-,a
va disminuyendo al agotarse el combustible.

Pues bien, COIl las anot.acione-, anteriores determmemos la cantidad
de movimiento p en el instante I y en un Instante po-tenor I + Al Por
deñnición tendremos para pi inst.aute l (1):

¡JI "7 nu:

Un instante t.t post error, la \ anlidad de rna-,u proyectada hacia
atrás sera ¡.tAl con lo que la cantidad de lIlO\ imíonto correspondiente

({ I Mediante pI símbolo á destznamos las cántídades ver.toriales
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deberá ser ¡J.At(u- C), puesto que la ~elo~dad absoluta de dicha masa
respecto a los ejes de referencia es v-c. En cuanto al av'ón-cohete
en si, la cantidad de movimiento en ese instante posterior será:

(m + Am) . (ü + Av)

con lo que la cantidad de movimiento del sistema avión-masa proyec
tada será en el instante t + At:

Pt+Llt = (m + Am) . (V + .!iv) + ¡J.(u - C)8t

Y como consecuencia, el incremento de la cantidad de movimiento:

Pt+ 8t - PI = 8p = (m + 8m) . (ü + 8V) + ¡J.(v - C)8t - mv

y, por tanto, el cociente incremental

8p Sm _ 8v sm • 8v
-- = --' v + m '-- + --- + ¡J.(V-Cj

81 8t 8t

Si ahora al incremento 8t del tiempo le hacemos tender a cero,
tenemos en cuenta que

dm
=m=-¡J.

dt

y despreciamos infinitésimos de segundo orden, tendremos sucesiva
mente

dp dm iiJ
-=-·v+m-+¡J.(v-C}
dt dt dI

dv do
= m'-- ¡J.c = m- + me

dt dt

Pero por el segundo principio de Newton, que enunciamos más arriba
la derivada de la cantidad de movimiento es igual a la suma de todas
las fuerzas exteriores :EFe, PS decir,

du . _ _
m • -- + m e = :EFe

rlt

o bien I1amando (i a la aceleración

m • (i- = :EFe - m e

11)

(lal

en donde - ~ e es conocida con el nombre de «fuerza de reacción de
los gases».

Esta es una ecuación vectorial que podemos proyectar sobre los eje"
que más nos convengan, y nosotros vamos a tomar para eIlo los intrtn
secos, es decir, obtendremos las llamadas ecuaciones intrínsecas al pro-
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yectar la ecuación sobre el triedro fundamental qUI' tiene por origeu el
centro de gravedad del avión donde hemos supuesto concentrada toda
la masa, y por ejes la tangente a la trayectoria de éste, en el sentido
positivo de 10& arcos, la normal prmcipal dirigida hacia el centro de
curvatura y la binormal lomada en un sentido tal que el triedro asi
formado tenga una orientación positiva.

Desde luego nosotros vamos a considerar que el avión es un cuerpo
geométricamente semejante desplazándose de modo que la velocidad
de su centro de gravedadü esté siempre situada en el plano de simetría
y forme un ángulo IX, llamado de «incidencíae o de «ataque», con una
cierta recta (D) unida al perfil del ala (fig. 1 a); por y designaremos al
ángulo que forma dicha velocidad v con la horizontal y por ep indica
remos el ángulo formado por la línea de acción (R) de la fuerza de
reacción de los gases con la horizontal, habiéndose admitido que esta
fuerza está en el plano de simetria del avión y que pasa a través de su
centro de gravedad con lo que no tiene respecto a éste, momento rstá
tico alguno

o
(d. ~.'¡!l.~t"l )

Fuzuca 1.

Como consecuencia de lo anterior y según puede verse en la figura
el ángulo x entre las rectas (D) y (R) valdrá:

x=lX+y-ep

La resultante de las fuerza:" aerodmármcas estara indudablemente
situada en el plano de la figura, e", decir, en el de simetría, y en resumen
podemos añadir que la simpltñcacíón del movimiento que vamos a
estudiar es la de considerar un movimiento plano,

FUERZAS EXTERiORES Y rl'ERZAS AERODINÁMICAS

En el presente estudio vamos a suponer que el avión-cohete V(l a
describir trayectorias para las cuales se pueden despreciar hechos tales
vorno la variacióu de la atraccíón-gravttatoria terrestre con la altura;
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el no parale'Ismo en la atracción gravitacional en los diferentes punto"
de la superficie terrestre; la atracción del Sol v de la Luna, así como la
de las est.rellas: la fuerza centrífuga debida ti la rotación terrestre y en
tm, todas aquellas fuerzas cuya acción para el caso que consideramos
tengan escasa influencia.

Pasemos a ver las distinta'> fuerzas.

l. Fuerzas exteriores. Gravedad.

Suponernos como ucabarno-, de indu-ar que el campo de la gravedad
terrestre es uniforme, de modo que el avión-cohete cuya masa es m
estará sometido a una fuerza mg aplicada en su centro de gravedad,
fuerza constante en magnitud y cuya dirección será la de la vertical
descendente.

Según las notaciones angulares cuyas definiciones se dieron en el
punto anterior, las proyecciones de estas fuerzas según los ejes intrín
secos serán:

- mg sen y

- mg COE' y

en la dirección de la tangente a la trayectoria
del centro de gravedad, en el instante que
se considere.

en la dirección de la normal a dicha trayectoria.

2. Fuerzas aerodinámicas.

La resistencia del aire al movírmento del avión podemos considerarla
descompuesta en dos: una la fuerza T (fig. 2) dirigida en sentido con
trario de la velocidad, actuando a través del centro de gravedad ~ que
es conocida con el nombre de «arrastre», La otra componente es la
fuerza P denominada «sustentación», perpend-cnlar a la dirección de
la velocidad, pasando también por cl centro de gravedad.

Si llamamos p a la densidad del aire, S a la superficie de la proyec
ción del ala sobre un plano perpendicular al perfil pasando por la rectaj D),
la,;; bien conocidas expresiones para el arrastre :'- la sustentación son
1ft" slguipntes:

1,2

T CT'~'¡¡'--

2

I'¿

P Cp ' S P' ---
"2

en donde los coeficientes CT y Cp no dependen de las unidades escogl-.
das como se demuestra en cualquier tratado de Mecánica de flúidos.
Estos dos coeficientes, para un perfil determinado, no dependen más que
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Figura 2,

del conocido mímero de Reynolds y del ángulo de inctdencia o de ut i

que oc, es decir, que serán de la forma

r~r = CT (~v~ oc)

Cp Cp (~~ ) oc)

siempre y cuando las velocidades l' permanezcan muy mfertores a la
velocidad Vo del sonido. En el caso de que la velocidad v sobrepase

Vo
el valor -, la forma de los coencientes es

2

(~~
v

oc)CT ('T

V 1'0

( ud
l'

, oc)Ip - Cp -;'
l' o

pero eu la casi totalidad de las experiencias, la rntluoncra de la VISCO-,l
dad manifestada por el término vd v aparece como despreciable cuando

v
la relación - sobrepasa el valor 0,4, Es este dornuuo que -e eOlhldl'I'U

ve
como de g-rande'> velocidades, en el que podrá ('<;l nbirse entonces-
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Ftguru 3.

Estos valores de CT y Cl' son calculados experimentalmente y a
medida que aumenta la velocidad se demuestra que las acciones aero

v
dinámicas dependen cada vez en mayor grado de la relación - llamada

vo
numero de Mach o «machi simplemente, es decir, que ya no pueden
ser consideradas dichas fuerzas como proporcionales a va.

A la disipación de energia debida a los razonamientos viscosos y a
" las estelas de torbellinos viene a sumarse la onda balística que acompa

ña a un avión supersónico en la exigencia de trabajo necesario para su
sostenimiento; el suministro de este trabajo lleva consigo un aumento
de las fuerzas resistentes.

ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

(2)
v 2 pv2 dm

m - = -mgcosy + Cl'S --r·-sen{cp--y)
R 2 di

Como en el caso de un aparato ordinario, siguiendo al profesor
J. M..J. Kooy, vamos a distinguir dos casos de vuelo ascendente, es decir:

a) Cuando la «ruersa de reacción de los gases» conserva una direc
ción constante, o sea cuando el ángulo cp = Ir.

b) Cuando el ángulo de incidencia ex es constante.
a) Si proyectamos la ecuación vectorial (1) según los ejes intrinse

cos tendremos sobre la tangente y sobre la normal, respectivamente,
las siguientes ecuaciones:

~ ~ ~ Im-=:.. - mg sen y -- CTS -- - C· -' co" (cp - y)
di 2 di

\
I
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en donde R es por definición el radio de curvatura y, por consiguiente.

ds u u
R=-=-=-

de de dy

y, por tanto,
di di

v dy
--=-
R di

puesto que el ángulo e formado por dos tangenes infmitamente próximas
es igual a la diferencia de los ángulos y y y + Ily que las dos tangentes
forman con el eje horizontal.

La masa m debe ser considerada como función del tiempo. Ten
dremos, pues:

m = I(i)

dm
= f'(t)

di

con lo que las ecuaciones (2) se transformarán en

du SUB

I(t) . - = - I(t) . g sen y - Cap - - e . f'(t) . cos ('P - y)
~ 2

dy-
I(t)v' - = -{(t)· g cos y

dt

Sv a

+ CPp - - e . f'lt) . sen ('P - y)
2

(3)

en donde v y y son variables dependientes y el tiempo t la variable
independiente, habiendo obtenido un si"tema de ecuaciones diferencia
das simultáneas de pr~er orden, cuya integración numérica podría
llevarse a cabo por cualquiera de los métodos que "e emplean ordina
riamente como los de Taylor, Runge-Kutta, etc.

Naturalmente habría que partir de unas condiciones mícrales dadas
y aplicando los esquemas; por ejemplo, de Runge-Kutta se llegaría
por sucesivos pasos de integración a obtener v y y como funciones
del tiempo:

v = vil)
y = y(i)

Ahora bien, si tomamos un sistema de ejes (o, x, y) tal que el o» sea
la horizontal y el oy la vertical ascendente situado en ('1 plano del mo
vimíento (fig. 2) podremos fácilmente determinar las otras coordenadas
del avión-cohete, es decir, la distancia horizontal y la altura a que
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se encuentra. En efecto: los componentes de la velocidad segun estos
ejes son:

da:
vx = - = v cos y

di

dy
vy = - = v &en y

di

y, por tanto, mediante una primera integración obtendremos las coor
denadas del avión:

a: = f:v cos y . di + a:o

(4)

/

'1
1/ = v sen y . di + 1/'1

• o

en donde por supuesto Ias ti y Y bajo el signo rutegral, sou runciones
del tiempo ;y a calculadas por la mtegracion de las ecuaciones diferen
ciales del movimiento. Es decir que el problema lo tendremos resuelto
mediante las siguientes cuatro runcrones del tiempo'

u = u(t)
y = '((1)

"

x = x(t)
y = y(i\

No hace falta añadir que tarnbteu las integrales (4) deberán ser
calculadas numéricamente. lo cual ofrece hoy día pocas diñcultades con
la'- modernas calculadoras electróiucus.

b) SI el ángulo de mcidouctu o de ataque e" constante, JO& angulos
que ahora serán variables son JOb y Y (jl. Sustituyendo entonces'

(jl-'(=O(-X

en las ecuaciones (3) obtendremos corno ecuaciones ditereucrales del
movimiento para el vuelo ascendente con ángulo de ataque constante
las siguientes:

dv /,"
I(/) . -- = -/(1) g ben '( -- CTS • -- - cf'{l) COb (o: - X)

di 2

dy
t(l) v

di

pp"
- 3(1) g COb y 1- (.pS • - -- cl'(t) sen (o: -- X)

"2

I

a: = .rv • cos '( . di -f Xo

u

1

Y = fu. sen '( . di + l/o

()
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que, como en f'1 caso a), nos resolverán plenamente el problema al pro
porcionarnos la velocidad v, el ángulo y que forma la dirección de la
velocidad con la horizontal, la distancia x sobro la horizontal y la cota y
como íunciones del tiempo.

Finalmente msísttmos una vez más en que hemos hecho una serie
de concesiones; entre otras, el no tener en cuenta que la densidad del
aire 11') y la aceleración de la gravedad Ig) varían con la altura Iy); que
SI nos aproximamos a la velocidad del sonido no nos es permitido ad
minr que las fuerza'> aerodinámicas son proporcíonales al cuadrado
de la velocidad, y, por lo tanto, los coeftcient es CT Cp son Iuncioues del
ángulo de ataque ct y de la velocidad u.

Por último, y para terminar, puesto que para la masa m hemos su
puesto únicamente que era Iuncióu del tiempo, añadiremos que como
leyes dI' varración de masa se toman en ocasiones las siguientes:

m = mo -- [Ll

m = 'm¿ . e-[Lt

en .donde ¡.t representa una constante real posrttva.

MATEO F. CHICARRO.
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