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DIVULGACION

APROXIMACION DE LAS RAICES REALES DE
LOS SISTEMAS DE DOS ECUACIONES
TRASCENDENTES

por

ENRIQUE S-PALENCIA SERRANO

. ) flzy) = 0 .
Sea el sistema de dos ecuaciones que cumple las si-

) . olry) =0
guientes hipotesis:

1.2 Existe un domnuo en el cual cada una de las ecuaciones f(xy) =0
y o(xy) = 0 define u y como funcién derivable dos veces de z, a las que
Namaremos y = F(z) e y = ®(x) respectivamente (1).

2.% Tiene una raiz real simple («f )acotadaen unrecintoa < o« < b;
¢ < B < d, perteneciente al dominio de la hipdtesis 1.2, en el que no
hay ninguna otra raiz.

32 Fx)— ®(z) y F’(x)— ®”(z) no ge anulan m1 cambian de
signo en el intervalo {ab).

. . . [(zy)=0 y o |y=F(x)
Si (ap) satisface al sistema también verificara al
o(zy) =0 | y=o(z)
{y = F(=)
y al , Juego « sera raiz de la ecuacion F(z) — ®(z) =0,
? Flz) — ®z) = 0

acotada en el intervalo (ab) en el que es aplicable el método de aproxi-
macioén mixto de Newton y Regula Falsi (2).

En lo sucesivo, y con objeto de referirnos a las figuras, supondremos
que es F(z)— ®(z) < 0 en el intervalo (ab), Fla) — ®(a) <0 y
F(b) — ®(b) > O (fig. 1). En caso contrario se haria el razonamiento
anilogamente.

Para trazar la tangente a la curva y = F(r) — ®(x) en el punto
{a, F{a} — ®{a)], v la cuerda que pasa por los [a, F(a) — ®{a)] ¥y
[b, F(b) — ®(b)], cuyas intersecciones con el eje X nos daran dos puntos,
a la izquierda y a la derecha respectivamente de «, serd necesario cono~
cer F{a) — ®(a), F(b) — &) v Fla)— d'(a).
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Si se substituyen & = a y & = b en f(zy) = 0 y ¢{zy) = 0 se obten-
dran, por cualquiera de los métodos de aproximacion de raices de
ecuaciones trascendentes:

flay) = 0 ——-> Fla) 5 olay) = 0 ——— O(a)
fby) = 0 ——— F(b) ; glby) = 0 —> O)

Restando F’(z) v @’(z), obtenidas derivando con respecto a x las

funciones implicitas f(zy) = 0 y ¢(ay) = 0, se tiene:

feloy) | wsley) _ fele R ele, O]
Foley) — oley)  Fols, Fl@) - @yls O]

|

F(z) — (2] = —

luego:
__ [ala, F(a)] v'z[a, ®(a)]
fyla, Fla)] ¢’yla, ®(a)]

Notemos que los valores de F(a), F(b), ®(b), ®(a) y como consecuen-
cia los de F(a) — ®(¢), F(b) — O(b) y F’(a)— D’(a) no se conocen
exacty, sino sélo aproximadamente, es decir, de cada uno de ellos se
sabe unicamente que estd en un cierto intervalo. El immetodo mas rapido
para calcular el extremo superior M del correspondiente a F/(a) — ®’(a)
serd substituir en la expresion [E], F(a) y ®’(a) cada vez que aparezcan
por sus cotas superiores o inferiores con objeto de obtener un numero
M > F/(a) — ®@’(a), y lo mismo para el inferior m.

No es posible, por tanto, trazar la tangente ni la cuerda; no obstante,
st se counsidera la recta de pendiente M que pasa por el punto (aA),
siendo (AB) el intervalo en que se tiene acotado F{a) — ®(a) (fig. 1) ¥

F(a) — @(a) = [E]

Y
g=F(x)~$(x)
F(6)-$ (6) \
4] o a e /6 X
él
frg 1
g Fla)-% ()

se corta por el eje X, se obtendra el punto a’, que estard situado a la
izaquierda del de interseccién de la tangente y a la derecha de a.
Anslogamente, si se traza la recta que pasa por los puntos de absci-
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sas a y b y de ordenadas los extremos inferiores?de los intervalos en que
estan acotados F(a) — ®(a} y F(b) — ®@(b) y se halla su interseccién
con y = 0, encontraremos el punto b’, a la izquierda de b y a la derecha
del de corte de la cuerda, luego sera:

@’ < a < b siendo |V —a'| <|b—al

Este proceso puede repetirse tantas veces como sea necesario para
obtener « con la aproximacién deseada. En efecto, si se tiene una suce-
sién numerable de intervalos de longitudes |, > L, > l; >...> Ip >... no

existe en general razén para que sea lim [, = o; sin embargo, si se
n—» @©

calculan F(a), ®(a), etc., con la suficiente aproximacion, puede lograrse
que ¢’ y b’ estén tan cerca como queramos de los puntos de corte del
eje X con la tangente y la cuerda, y como Ja longifud de los segmentos
determinados por dichos puntos tiende a o (3), también tendrd limite o
Ia sucesion |b — al, {b" — a’|, {0 — a”|, ..

Puede también aproximarse « por ¢l método de Newton (4), aunque
en este caso serd necesario conocer una cota del error cometido.

En la figura 2 estan representados: 1.0 I.a curva y su tangente en

Y
-o—-—-—-ez e o
3 6
o a a’ < Q) X
Lla fig. 2
g, Fla)- $ (a)
+ B

el punto [a, F(a) — ®{a)]. 2.0 La recta Aa’ que pasa por (@A) y de pen-
diente M. 3.° La recta Ba, que pasa por (¢B) y cuyo coeficiente angular
es m. Llamando ®x a |{a’ — a|, ¢, al error cometido al sustituir la curva
por la tangente, ¢, a [a¢, — a’| y =q @ [A — B/, como la tangente pasa
por un punto entre A y B y su pendiente es menor que M y mayor que
m, cortaréd el eje X en un punto situado entre a’ y a,, luego [z <le,| +

+ leals
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Si se conociera una cota superior & del moédulo de F"(z) — ®”(z)
en el intervalo (ab), se tendria
(b —a)?k
e (5}
2|F(a) — ®'(a) ]

Para calcular "¢, consideremos la figura 3, donde se han esquemati-
zado Aa’, Ba, y Ba, , que es la paralela a Aa’ por B. Se tendrid:

’ A B la,"'" a] &g
o= =R = I
Er‘T
a AL—'——aﬂ o,
(o D -
7
4 fig 3
&a
8
y también:
“a,D
lay — a,} = ;@D = ja —ay] M —m| =
€a
(e e o
M
luego
€aq
lea] = lag — a’'| + lay — @y} = |—| +
€a M———m!
+({a'—-a[ + _._) ‘
M m }
de donde
lea] = ferf + lea] <
(b——-a)ﬁk [Ea (sa[ (M__mf-
< T == +(ia'———a| + {_.‘ .
2m M i M l m i'
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Una vez aproximado «, es decir, acotado entre an y bn, para calcular
B se corta (fig. 4) la curva f(zy) = o por & = anp y se aproxima la raiz
de la ecuacion f(any) = o, acotdndola entre y y v + ¢’ ; como %« =
= |bn — an| es pequeio, la curva, entre los puntos de abscisa an ¥ bn
estard comprendida entre las dos paralelas a la tangenle en el punto
{an,F(an)] trazadas por los (an,y) ¥ (dn,y + &), luego se tendra

o~ _-f/z(anﬁ) 4
y<@<y+¢ 4+ %
f'ylanB)
Y
T Fliy)=0
& f 4oL )
T
v/ fig 4
+-€,1
o a, 4, X

El célculo de £ podia haberse hecho también en la curva ¢(zy) = o
en lugar de la f(zy) == o; con objeto de que el error sea el menor posi-
ble se usara aquella cuya pendienie en («f) sea menor.

Ejemplo: Aproximar la raiz mas cercana al punto (1 3) del sistema

;T+Th:v——y+Ly=0 = flay) = 0
9sen{z +y) +a2y=20 ZEqley) =0

Primeramente se dibujan las dos curvas en las proximidades del
punto pedido (fig. ) y acotamos 0,6 < o« < 1 cortando f(zy) = 0y
oley) = QO porz = 0,6 y z = 1, se tiene

B

% =06 — 1,6179 < F(0,6) < 1,622
2 =1 —> 2,7862 < (1) < 2,7864
T =06 — 2,724 < ®(0,6) < 2,7243
£o= 1 e 24129 < O(1) < 2,4132
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#uego
—1,1064 < F(0,6) — ®(0,6) < — 1,102

0,373 < F(1) —-®(1) < 0,3735

& () — ®”(x) resulta ser negativa en el intervalo, F(0,6) — ©{0,6) < 0
v F(1) — ®(1) > 0. luego el esquema es el de la figura 1.

's10,6 , F(0,6)] ¢’2(0,6 , ©(0,6)]
f,U[O)G’ ’ F(O&G)] ‘919[0)6 3 ®(0)6)}
1
ch®z 9cos(z + y) +y

F0,6) — @°(0,6) = —

1+

[E]

+
1 Qcos(z +y) + =

#omando F(0,6) v @©(0,6) en cada caso, tales que se obtenga M > E,
-es M = 5,213; se traza la recta que pasa por {0,6 , 1,102] de pendien-
te 5,213 y se corta por el eje X, teniéndose

1,102
5,213

= 0,21

o —a'| =

v en sugtituciéon de la cuerda, la recta que une los puntos [0,6, — 1,1064]
.y (1, 0,373) y se tendra

b’ — a 1—0,6
1,1064 0,373 + 1,1064
#uego o estd comprendido entre 0,6 + 0,21 y 0,6 + 0,3.

- b —a| = 0,3
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Repitiendo el mismo proceso en este infervalo:
2,3219 < F(0,81) < 2,3222 ; 2,564 < F(0,9) < 2,5542
2,661 < ®(0,81) <« 2,564 ; 2,487 < 9(0,9) < 2,492

luego
— 0,2421 < F(0,81) — ®{0,81) < — 0,2388
0,062 < F(0,9) — @®{0,9) <  0,0772

Para la cuerda emplearemos

{ F(0,81) — @(0,81) = — 0,421 |
| F(0,9) — ®(0,9) = 0,062 |
de donde
o’ — b} 0,2421
= ~ B — b"] = 0,074
0,09 0,2421 + 0,052
y para la tangente
F(0,81) — ®(0,81) = — 0,2388 y F’(0,81) — @®'(0,81) = 3,563; luege
0,2388
o’ —a”| = = 0,0675
3.563

obteniéndose 0,8775 < « < 0,884 (g5, < 0,0065).
Para calcular 8 se toma la curva ¢(zy) = 0 por ser la que tiene
pendiente de menor mdédulo en el intervalo considerado, y se tendrd:
25062 < @ (0'884) < 26063 ; &’(x) en este punto es menor que 08,
y como se tenia g, = 0’0065 serd: 2’5062 < f < 25062 4 0'8 - £, 4-0°0001.

Luego la raiz pedida es:

0’8775 < a < 0'884 (g, < 0°0065)
25062 < & < 25115 (eg < 0°0053)



