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Existen sorprendentes analogias entre fendémenos biolégicos y eco-
nomicos, lales como, por ejemplo, ¢l de 1a lucha por la existencia de la
biocinética y la competencia industrial de la economia capitalista, o la
necesidad de un espacio vital para los seres vivos y las ideas filosoficas
de los nazis. Algunas de estas ideas no estan lo suficientemente maduras
para poder tomar forma matemdtica, pero otras si, y sin pretender
dogmatizar en economia, ensayamos en este articulo extender de la
biologia a la economia el tratamiento matematico expuesto en mi
anterior articulo en esta misma revista (t. IX, ntims, 6 y 7} titulado:
«Sobre la estabilidad del equilibrio definido por un sistema de ecuacio-
nes diferenciales de primer orden y su interés en b.ologia». Por otra
parte ya me he ocupado anteriormente de este tema, en un articulo
publicado en el Bolelin de la Asociacion de Ingenieros Agronomos ( nime-
ro 43, 1953) titulado: «Teoria matematica de la estabilidad de la econo-
mia capitalistas.

Es un hecho que un amplio sector de economistas, inspirandose en
las ideas de Marx, admiten que como consecuencia de la estructura
interna de la economia capitalista, se produce en el transcurso del tiem-
po una disminucién del nimero de pequefios capitalistas que pasan a
engrosar la clase proletaria, fenémeno que a la larga produce el colapso
de la economia capitalista. A este fendmeno me parece que se le podria
denominar la «muerte por proletarizacién del capitalismo», por analogia
con el fenomeno fisico descubiertio por aquel entonces, que nspira las
directrices de la filosofia natural de la segunda mitad del siglo xix: «a
muerle térmica del universo», consecuencia del segundo principio de
la termodinamica. s muy posible que Marx no pudiera susiraerse a
al influencia de las ideas filosoficas implicitas en ese gran principie
de su liempo.

Es claro que de no ser cierta la creencia de estos economistas, a
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menos de que cometiesen un error muy grosero (cosa poco probable),
entonces el fendémeno de la concentracion del capital ha de ser una
onda larga de Kondratieff.

Me parece que el problema de la estabilidad de la economia capita-
lista debe de plantearse en los siguientes términos: agrupadas las per-
sonas econdmicas en «clases», el tamafio de éstas (0 numero de personas
que las componen) satisfacen ecuaciones diferenciales del tipo:

x'; = fl([x,‘i, Loy oo ,-’En) H i = 1, 2, .., n (1)

si no hay herencia, y ecuaciones integrodiferenciales si la hay. Asi es
que si no hay aniquilacién de unas clases por otras el tamafo de ellas
ha de fluctuar alrededor de valores medios, siendo, por tanto, equiva-
lente desde el punio de vista matemdtico este problema al que he tra-
tado en el caso de las asociaciones biolégicas {ver mi articulo antes
citado, en esta misma revista). Si, por ejemplo, nos limitamos al caso
particular de dos clases economicas, pequefios y grandes capitalistas,
cuyos niimeros vamos a designar por « e y, 1as ecuaciones (1) linealizadas
de acuerdo con la técnica del articulo a que antes hice referencia, son
en este caso:

2 =fu® + fey 5 ¥ =l + [fuy (2)
y la correspondiente ecuacién en p:
ffa—DpP [
= p? — plfu + fe) + fufee — frafor = 0. (3)
fa fao— D -

Las condiciones que aseguran la estabilidad del equilibrio, es decir,
qque las raices de (3) tienen sus partes reales negativas o nulas, son:

— o =fu + <0 ; fufe—fefa=0 (4)
si ademis de (4), se cumple que

— 4w = {fyy — [)® + defas O (5)

[

lo que exige necesariamenteeque fi; y fa, sean de distinto signo, enton-
.ces ¢ ¢  se comportan de manera oscilante. Son de la forma:

&= Ae% !l coswt 5y = Be*! cos (wi + o) (6)

on la que A, B y 9, vienen determinados sin dificultad alguna, por los
valores iniciales de z e y, y por la condiciéon de que z e y cumplan (2}.
‘Comgo el origen del tiempo lo podemos tomar cualquiera, y ¢ aumentar-
1o en' = a voluniad, es por lo que hemos tomade la forma particular (6)
ton A y B positivos.

Por tanto z e y, varian sinusoidalmente, con amortiguamiento
sexponencial en el tiempo, y el punto (x, y) describe una espiral de las
formas indicadas en la figura, asintéticas al punto O, o las simétricas
«le éstas respecto a cualquiera de los ejes. Pudiendo ser el sentido del
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recorrido el de las agujas del reloj o el contrario. El que sea la espiral’
de la figura o la simétrica es indiferente para las conclusiones que vamos
a deducir, no asi el sentido del recorrido.

A lo largo de cada ciclo o periodo 2w/w, se pueden distinguir cuatre
fases, correspondientes a los arcos de espiral comprendidos entre puntos.
consecutivos de tangente vertical y horizontal.

Estas cuatro fases son:

A) Disminuye el numero de pequenos capitalistas y aumenta el
namero de los grandes, es una fase de concentracion del capital.

B) Disminuyen simultdneamente los numeros de grandes y de
pequenos capitalistas, es una fase de depresidn economica.

C) Aumenta el numero de pequefos capitalistas y disminuye el
numero de los grandes, es una fase de dispersion del capital.

D) Aumentan simulidneamente los niimeros de grandes y peque-
fios capitalistas, es una fase de prosperidad econdmica.

Segtin sean los valores de ¢, lo cual como veremos més adelante
depende de los signos de fi; 0 fy, se tiene para el signo de las derivadas
de z e y, orden de sucesion de las fases econémicas, y sentido del recorri=-
do de la espiral de la figura, o su simétrica, el siguiente cuadro resumen:

@
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Se da el primer caso (%) o el segundo (<), segun el signo de fy, que
es distinto siempre del de fy3, en virtud de (5). Si f,; < 0, el sentido del
recorrido de la espiral es el contrario al de las agujas del reloj (primer
cago), v si fu << 0 entonces el sentido del recorrido es el de las agujas
de reloj {segundo caso). Porque, por ejemplo, en el punto de corte del
eje positivo de las z, con la espiral, por (2) es y’ = f,2, con x positivo,
luego y crece o decrece segun que fy sea mayor o menor que cero. Si
« = 0, las espirales se convierten cn elipses.

Con la terminologia que hemos adoptado en el caso de las asocia-
ciones biologicas, si f,; es mayor que cero y fy,, por tanto, menor que cero,
Y es parasito de z, mientras que x presenta parasitismo negativo frente
a y, empleando un simil biologico se puede decir que los grandes capita-
listas «devoran» a los pequefios. Esta hipotesis que es la que conduce
al primer caso (orden de sucesién de las fases econdmicas: A, B, C, D),
es el que se da en la practica con las hipotesis de Marx, que parecen las
més razonables, pero obsérvese que en ese caso a la fase de concentra-
cion del capital, sucede la fase de depresiéon econémica, ello unido a
que la elipse sea muy achatada, es decir, que el periodo de recorrido
de un ciclo sea muy largo, puede inducir al error de la creencia en el
fenémeno moneldénico de la concentracion del capital, y del colapso
de la economia capitalista como consecuencia de la proletarizacién de
los pequefios capitalistas.

Por tanto, siempre que se cumplan las condiciones (4) y (b), el fené-
meno de la concentracion del capital no es monoténico como creia
Marx, sino que los nimeros de grandes y pequefios capitalistas oscila-
ran alrededor de sus valores medios. En estas condiciones 1a economia
capitalista pasa alternativamente por periodos de depresién y prospe-
ridad, estd dotada de estabilidad y para que sc rompa esta estabilidad
es preciso una presion extrafia al mundo de la economia, al igual que
sucede con el sistema planetario solar que es estable, y unicamente
una conmocion extrafia al mismo, puede romper esta estabilidad, como
puede ser el choque con un astro. En el caso economico la estabilidad
puede romperse, pongo por caso, como consecuencia de la desespera-
cion de las clases proletarias en la fase de depresién econ6émica. En cier-
to modo se puede decir que no es la economia el motor de las grandes
conmociones histdricas, sino que por el contrario <on las presiones
extraeconomicas las que pueden determinar la ruptura violenta del
equilibrio de la economia capitalista.

Al igual que en el caso bioldgico, 1a herencia no modifica estas ideas,
sino simplemente la técnica matematica (véase mi memoria en la Revista
de la Academia de Ciencias, t. L, 1956 «Nuevos tipos de ecuaciones dife-
renciales e integrodiferenciales. Nuevos fenémenos de oscilaciony).

Fréchel en su obra, Les Malhématiques el le Concret (edit. Presses
Universitaires, 1955), en la pagina 312 afirma: «La ley de Pareto...,
pfrece de curioso que se aplica también a un gran nimero de fenémenos
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econdmicos y sociales, e incluso a ciertos fenomenos fisicos o biologicosy
y en la pagina 314: «la ley de Pareto no ha gido predichas. En esta misma
obra entre los numerosos ejemplos de encuentros empiricos de la ley
de Pareto, aparte del muy conocido de las distribuciones de las rentas,
seniala el de Auerbach en la clasificacion de pueblos segun el nuamero
de habitantes, de Estouf, Joos y Van Tieghem en la clasificacién de
palabras con arreglo a sus frecuencias en obras literarias, de Kovacs
y el propio Fréchet en la distribucion de ciertas magnitudes geografi-
cas (rios segin sus longitudes, islas segun sus superficies, montaias
segun sus alturas).

Quiero seialar que sustituyendo el tiempo aleatorio { cn que 8e
tealiza el enésimo suceso en un proceso de Furry, por la nueva varia-

ble eNjieN — 1), en la que » es el parametro del proceso de Furry, he
encontrado que esta nueva variable sigue la ley de Pareto.

En un articulo gue he publicado en ol Bolelin de la Asociacion de
Ingenieros Agrénomos (num. 53, 1954) Litulado: cAplicaciones de los
procesos estocasticos, a la demografia, la biometria y la electrodinamica»
he expuesto un método que me es propio, que permite la prediceion ted-
rica de la ley de Parelo. Es el siguiente: Designemos por f{z, t) 1a proba-
bilidad de que en el tiempo Z, la variable aleatoria &, que solamente puede
tomar valores positivos, y que en el tiempo varia de manera monoéiona
no decreciente, esté comprendida entre z y # + dz, y por o(z, t)di/dz,
la probabilidad de que en el intervalo infinitesimal di, £ pase a estar
comprendida entre = + de v = + Rdz. Entonces por Jas reglas de las
probabilidades totales y compuestas es: \

di
i@ + dz, t + di) = fle + do, D) {1 — glz + dx, 1) T] +
T

di
+ fle, 1) ol@, 1) —— (7
dx
de la que se deduce:
3f(x, t) 3
= — — {fz, i) olz, )] (8)
3t dx

que rige la difusion de la probabilidad en esta clase de fendmenos en
sustitucion de la ecuaeion de Fokker-Planck.

El hecho de que admitimos como hipotesis que la variable £ tiene
flecha en el mismo sentido que el tiempo, es decir que para alcanzar
cualquier valor lo ha de hacer por la izquierda siempre, es el determi-
nante de que la ecuacion entre derivadas parciales (8) sea de primer
orden. Esto es aplicable a casi todos los caracteres de la biometria.

En el caso en que oz, {) es igual a una constante ¢, entonces (8)
admite como solucién (integrando mediante separacion de variables) a:

flz, 1) = a? e—aa—ct) r=ct (9
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en la que @ es una constante. Representa (9) una ley exponencial, cuyo
origen varia linealmente con el tiempo.

Si ¢{@, #) = ¢ + «, entonces (8) admite como solucién (integrando
también mediante separacion de variables) a:

a®eascl £\ —(a2+1)
fle, 1) = — (——) ; T > Zoect (10)
Ty Ly

que es una ley de Pareto en la que el valor minimo varia exponencial-
mente con el tiempo.

Vemos, por tanto, que la exponencial (9) como la ley de Pareto (10)
son previsibles tedricamente a partir de (8), desempefan estas leyes con
relacion a dicha ecuacion, por tanto, respecto a variables monétonas
no decrecientes, el mismo papel gue la ley normal respecto a la ecuacién
del calor, que como es sabido rige la difusién de la probabilidad de varia-
bles que pueden crecer o decrecer con el tiempo.

Entre otras leyes de interés econométrico que son solucion de (8) y
por tanto previsibles por esta ccuacién en derivadas parciales figura la
logaritmico-normal.

Norta.—La editorial americana Globo prepara la publicacion de
dos obras mias sobre Teoria y aplicaciones de las oscilaciones y Teoria
y aplicaciones de los procesos estocdsticos en las que pueden consultarse
lo aqui tratado. Y en Espaiia la editorial Dossat la titulada: Ingenieria
de las Oscilaciones.



