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NOTAS DEDIVULGACION

EL METODO DE INTEGRACION DE HAMILTON
J ACOBI Y LAS CON DICIONES DE SOMMERFELD

por

Mateo F. CHicARrrRO

En un gran numero de problemas, el método de integracion de Ha-
milton-Jacobi se ha manifestado de sorprendente utilidad y concreta-
mente, su aplicacion a las condiciones cudnticas de Sommerfeld, ha
conducido sin ambigliedad, directamente y en forma elegante, a las
viejas teorias cudnticas, hoy rebasadas por las modernas Mecdnicas
Ondulatoria y Cuéntica (1). Nos ha parecido util traer a estas paginasla
aplicacion del expresado método a unas teorias que, aunque anticuadas,
mantienen en vigor muchos de sus résultados fundamentales y cuya
terminologia e imagenes, pese a su imperfeccion, continuan siendo
empleadas debido a su gran comodidad (2).

LAS CONDICIONES DE SOMMERFELD

El método de Sommerfeld consiste (3) en tratar el atomo como un
sistema de puntos materiales sujetos a las leyes ordinarias de la Mecanica
clasica, o a las de la Mecanica relativista si se quiere mayor precisién,
y- anadir a estas leyes alguhas condiciones restrictivas que permiten
unicamente ciertos movimientos, entre el infinitivo numero de los posi-
bles de 1 Mecdnica cldsica o re]athlsta ¥, por consiguiente, solamente
seran permitidos eiertos valores de la energia.

El sistema lo representaremos en coordenadas generalizadas y, por
tanto, a cada coordenada g¢; le correspondera la componente generalizada
del «¢momentum» o momento p;, cuya definicion recordaremos mas
adelante. Supondremos en lo que sigue que tanto p; como ¢; son funcio-

(1) SoMMERFELD: Mechanics, Nueva York, 1952 (Academic Press Inc.), pag. 238.
(2)  Marcer Rouauvrt: Physique alomique, Paris, 1955 Armand Colin). pag. 58.
3) PiErsico: Fundamentals of Quantum  Mechanics,* pag. )236. NuevaYork, 1950
(Pretice-Hall).
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nes periodicas del tiempo con periodo T;. Por ejemplo: si una de las
coordenadas g; representa un angulo tal que al aumentar en 2r obtene-
mos la misma configuracién del sistema, entonces el periodo T; relativo
a dicha coordenada, es el tiempo necesario para que ésta aumente
en 2r y diremos entonces que hay un grado de libertad de «rotaciom».
Pero si las coordenadas oscilan periodicamente entre dos limites, entonces
se dice que corresponden a grados de «libracién» u «oscilacions.

‘Los periodos T; en general son de distinto valor y cuando esto suce-
de, el movimiento se llama «periodico multiple», pero si los periodos T
son iguales o comensurables el movimiento es- ¢periédico», porque
después de un cierto tiempo, que es el minimo comun miltiplo de

1 os T; el movimiento se repite periodicamente. Estos movimientos
periédicos» son casos particulares de los «periddicos multiples».

Entre todos los sistemas periodicos multiples vamos a limitarnos
a aquellos sistemas de coordenadas generalizadas, tales que cada «mo-
mentum» p; es funcion unicamente de la ¢; correspondiente y no de todas
las demdas. Esta condiciéon se expresa diciendo que las «variables» son
«separables» lo que es equivalente a decir que la _ecuacion de Hamilton-
Jacobi, que veremos en el proximo apartado, puede ser satisfecha por
una funciéon de la forma

W = Zl}fi(qz')

en vez de por la expresion mas general W = f(qy, ¢5 ... qf)
Indudablemente todas estas condiciones son muy restrictivas, pero
como se observa en la practica, la mayoria de los sistemas que surgen
en el estudio de la mecanica atémica las satisfacen y, por consiguiente,
como vamos a ver, las condiciones de Sommerfeld son aplicables.
Como es bien sabido, un movimiento con f grados de libertad de-
pende de 2f constantes «j, Bi (i = 1, 2, ... f), las cuales estan definidas
por las condiciones iniciales. Somimerfeld impuso una restriccion a
estas constantes forzandolas a satisfacer las siguientes f condiciones: -
para cada coordenada se calculardan las llamadas «integrales de fase»

Ji = ¢ pidqi (i =1,2,../

que estan extendidas a un ciclo entero de la misma coordenada. Ahora
bien, puesto que los p; dependen por hipdtesis unicamente de los ¢;
y de | constantes «; arbitrarias, la integral sera una cierta funcion
Ji(ay, ... oj) de las constantes o exclusivamente. Obtendriamos, pues,
un sistema de’f ecuaciones, cuyos primeros miembros son las constan-
tes Ji, y en los segundos estarian los «;j, sistema que podria ser resuelto
en Jas o como funciones de las f constantes J.

Pues bien, las condiciones de.Sommerfeld consisten precisamente en
poner cada una de las integrales J iguales a un multiplo de la constan-
te h de Planck, es decir, escribiendo o

<« $pidgi = nh - . (i = 1,2, o il
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en donde n; es un numero entero positivo y habra, por tanto, tantas
de estas condiciones como grados de libertad.

Los numeros n;, llamados «numeros cuanticos», con un maximo
de f podran reemplazar a las constantes «. Asi, en vez de introducir f
constantes capaces de tomar valores continuos, se introduce un nimero
. igual de constantes que tomaran valores discretos.

Una de las constantes «; puede ser identificada con el valor E de la
energia total del sistema, y podemos mirar a ésta como una.funcion de
las f constantes J; y, por tanto, de las n;, lo que significa que la energia
total 1% sélo puede tomar valores discretos dependientes de los niumeros
enteros nj.

Se demuestra que los niveles de energia que normalmente se dedu-
cen estan en buen acuerdo con los valores experimentales, y algunas
veces este acuerdo es perfecto

EL METODO HAMILTON-JACOBI.

En breves lineas recordaremos en qué consiste este método,
cuyo estudio corresponde a la Mecdnica Analitica (2) y que en nuestro
caso tiene por objeto integrar las ecuaciones del movimiento cuando
las fuerzas son conservativas y los enlaces independientes del tiempo.

Se conoce con el nombre de «funcién lagrangiana» del sistema a la
funcion i
L=T-—YV

en donde T es la energia cinética y V la energia potencial y por éijpués-
to L es funcién de las ¢; y ¢i. Pues bien, se define como <hamiltoniano»

J

o «funcion hamiltoniana» y se denota normalmente por H a la expresion
. f . n
H = Zpigi — L

en donde las p; son los «momentum» conjugados de las coordenadas
generalizadas ¢; y estdan definidos como las derivadas parciales de la
energia cinética:
3T
bi = ——
3qi
y,, por tanto, puesto QUe en nuesiro case no hay enlaces dependientes
del tiempo y las fuerzas son conservativas:
T =S ayqiqj | _ . ..
Li . ‘Zpigi = Taij gi qj = 2T
pi =E_ai,'q,' S i i,j - e
I

con lo que la funcién hamiltoniana sera

H=2T—L=2T—(T—V)=T+V,

es decir, que aqui H es precisamente la energia total del sistema, expre-
sada en funcidn de las coordenadas y de sus «momentum». A la energia
total la designaremos por E.
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-8i en la expresion de H sustituimos cada p; por la derivada parcial
respecto a la correspondiente ¢; de una cierta funcién desconocida W

3w
de las gi, o sea hacemos pi = ——, tendremos la siguiente ecuacion
Y
entre derivadas parciales, conocida con el nombre de cecuacion de
Hamilton-Jacobi» para los sistemas conservativos

s dw 3w :
Hl:, ¢, ... 9, ,.,.———)zE—_—oz1 (a)
3q, 3qf

Se podra entonces buscar una integral completd de esta ecuacion
de la forma

W(gr s oy oo Gf 5 %, %2y oo o)

es decir, una solucion que contendria un numero de constantes igual”

al de grados de libertad del problema. Todas estas constantes son las
o , o , ... of. Puesto que W misma no interviene en (a) explicitamente,
es determinada a una constante aditiva préxima y, por otra parte, una
de las constantes, la «,, por ejemplo, estd en exceso y puede ser reem-
plazada por una constante aditiva que permanece sin precisar. Podemos
reemplazar o, por el parametro de energia E. En resumen, la integral
completa .de (a) puede escribirse:

W =W(g,4q,..-q9,E, a,a,... af) + const.

Obtenida W, se demuestra (1) que las ecuaciones del movimiento se
deducen escribiendo las siguientes 2f relaciones entre las q; , pi vy {,
de las cuales las p; y gi; pueden ser encontradas como funciones expli-
citas de t: '

dw
— = Dj (i=1,2,..f .
8qi 3w
: — =t4 8
R ) ; do;
= BJ (] =2 » 3, f) ]
dotj

en donde las B son otras f constantes arbitrarias.

- Deestas ecuaciones, las (f — 1) segundas describen «a configuracion
geométrica» de la trayectoria de cada punto; la tercera ecuacion deter-
mina la ley, de acuerdo con la cual los puntos se mueven a lo largo de
la trayectoria y las ecuaciones primeras determinan los «momentum» y,

por tanto, las velocidades como funciones de ¢q; y cz'i. Las constantes 8 -

tienen el significado de fases.

A menudo, como hemos dicho dnt,emormente -y veremos en la apli-
eacion practica, la ecuacion (a) puede ser resuelta por el método de
separaciéon de variables y-éste es el caso en el que las condiciones de
Sommerfeld pueden ser aplicadas.

(1) P#rsico: Fundamentals of Quarlum Mecliunics, phg. 235. Nieva York, 1950
(Prentice-Hall); SoMMERFELD: Mechanics, pag. 233. Nueva Yorl\, 1952 (Academic Press Inc).
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ORBITAS ELIPTICAS DE UN ATOMO HIDROGENOIDE

El estudio del movimiento -de un electron -respecto del-nicleo es
realmente el preblema que se plantea con des cuerpos:que se mueven
bajo la influencia de fuerzas centrales mutuas, gue, como vamos a: ver,
-es reducible al problema equivalente del movimiento de un punto de
masa u, conocida con el nombre de «masa reducida»r, sometido a una

Ze®

fuerza central atractiva de magnitud -
r

Sean m y M las masas del electron y del nicleo, respectivamente.
Las fuerzas de accion mutua derivaran de un potencial V(r) = V(r, — rq),
en donde representamos ( .. fig. 1.3) por r; y T, los radios vectores del
electron y del nucleo respecto al origen O de coordenadas. T sera el
vector diferencia r, — r, de origen p, (donde consideramos concentrada
la masa del nucleo) y de extremidad p, (donde suponemos se encuen-
tra en un determinado instante la masa del -electron). Por R desig-
naremos el radio vector del centro de gravedad G del sistema nucleo-
electron.

P (m)
i
b ”’3
N i
- R(M)
N
o
Fig. 1.8

Este sistema nicleo-electrén tiene seis:grades de libertad y estara
- determinado por seis coordenadas generalizadas independientes. Esco-
geremos tres como las componentes del radio vector R del c.d.g. G del
sistema. Las otras tres componentes pueden ser las correspondientes
al vector 7 que antes hemos definido.

Con las anteriores notaciones (1), la funcién lagrangiana tomara

la forma .
— -y :
wa ar —
L=T ( , ) — V(r)
\ dt dt K
Ahora bien, el segundo teorema de Koenig nos dicé que la fuerza

1) . HERBERT ‘GotpstiIN: Classical Mechanics, pag. 58. Addison —Wesley Press—
Cambridge, 42 —Mass— 1951.
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viva de un sistema material en un movimiento respecto a ejes fijos es
igual a la fuerza viva en este movimiento del centro de gravedad, su-
puesta concentrada toda la masa en él, aumentada de la fuerza viva
en el movimiento alrededor del centro de gravedad, por lo que la ener-
gia cinética del sistema sera . i

9

1 dR \?
T = —(m + M) (f_) + T’
2 di

en donde

' 1 ,dGp\* 1 - [dGpn\f
T = —m (——) + — M (————)
P dl 2 dl

~

pero facilmente se deduce que

- M ) M
Gpr= + ——— P21 = + — r
m -+ M . m + M
e m- _ m
Gp, = — Pz P = — — r
m+M m-+ M

y derivados estos vectores tendremos
' dGp, M dr

_|_
di m-+M di
dGp, m dr

dl m+M d
con lo que la energia cinética relativa serd finalmente

1 mM [dr\:
T = — —
2 m-+M\dt

Y, por lo tanto, el lagrangiano

m+ M [dR\? 1 mM [dr\* ~ _
L = ——(———) + — ——) — Vir}
2 \dt 2 m+M\d

Salta a la vista que las tres coordenadas de R son ciclicas y, por lo
tanto, el c.d.g. del sistema o estd en reposo o se mueve uniformemente,
y en ninguna de las ecuaciones del movimiento para r aparecerin tér-
minos que comprendan-ﬁ o su derivada. Aqui parece indicado el pro-
ceso de «coordenadas ignoradas» y podremos hacer caso omiso del pri-
mer término del lagrangiano y lo que nos queda es exactamente lo que
habriamos obtenido considerando un centro de fuerzas fijo a la distan-

mM

cia 7, del cual se encontrase una particula de masa reducida g = ———,
m + M

%
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Ze?d

sometida a la fuerza atractiva que deriva del potencial V(r) = —

. r
Por pasar constantemente la fuerza por el punto p,, el momento
cinético respecto a este punto es constante, es decir:

or, = r X p = cte.

El movimiento es siempre plano y r se conserva perpendicular
a g, cuya direccion es fija en el .espacio. Suponemos s distinto de cero,
pues de lo contrario el movimiento seria rectilineo. La posicién de la
particula en el espacio depende de tres coordenadas, que pueden ser
el acimut 0, la colatitud ¢ y la distancia radial r; pero si escogemos el
eje polar en la direccion s, el movimiento tiene lugar, por lo que acaba-
mos de indicar, en el plano perpendicular a dicho eje. La coordenada ¢

k3
tiene entonces el valor constante —, con lo que podremos reducir el
) .

caso al movimiento plano, y tomando las coerdenadas polares 0 y r el
lagrangiano sera '

wofdr\? v . Ze?
L=-—(— — V() = — [r* + r*6*) + —
2 \dt 2 r
y los momentos conjugados:
' pr = ur v
Pg = [1.1’26.
que sustituidog en la anterior
1 [ 1 - Ze?
L=——p2+——p’]+—— 1
el r r2 6 r [, !

«con lo que el hamiltoniano vendra dado por
1 1 ] Ze?
H=T+V=—'——lp2+___p26 —— =E = o
21 r re | r

y la ecuacion de Hamilton-Jacobi sera

S dw \? 1 dw \* - Ze?
e R R B
dr r? 30 | r ’
Ahora, como ya se indico, aplicaremos el método de «separacion de
variablesy y probaremos para resolver [2] una solucion de la forma

' dw  dR
\ dr B dr

W =R+4+ @
‘ | 8w dd

56 de
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en la cual R solo depende de r y @ tnicamente de 0. Sustituyendé

tendremos
dR \? 1 do \?* Ze?]
()Tl 2]
dr r: de r
do
lo que exige necesariamente que = constante = c, luego
do

dR \? Ze? c?

) = 2u [txl -+ ] ——

dr /. , r r:
que-puede ser resuelta por una cuadratura.

Si a la constante ¢ la designamos por a«,, la ecuacion dlferenual [2]
queda desdoblada en las siguientes:

3w ‘ : Zezy a® 1s . g
= [-2;; (al + —) — ] [3}
ar r r2
dw )
—_—=a - : . [4]
36

Integrando este sistema obtendremos:

r Ze? a2y T .
W = [‘zu (cxl + ———) — J dr 4+ «,0 + const.
ry b

r r?

Pudiéndose elegir el limite mas bajo de la integracion r, arbitraria-
mente, puesto que afectara unicamente a la magnitud de la constante
aditiva.

Ahora ya podemos entrar en contacto con las condiciones de Sem-
merfeld. Tenemos que igualar las integrales Y a un multiplo de la cons-
tante de Planck. Es decir:

¢ pidqi = nih

" lo que en nuestro caso dara con ayuda de las [3] vy [4] las siguientes
integrales de fase:

S dw 27 . B
¢ pbdb = 95-—8;— db = 0 Lo df = Qnaz = nbh [5] .
5 *r maximo Zot . 1/ .
w e o?; ]
$prdr = ¢ dr =2 | 2u oy + —) 2 ar = neh [6]
ar r r?

. ' minimo
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De la primera deducimos el valor del «<nimero cuantico acimutal ngh:

2w
ng = — « . (7]
(‘] h 2

que es idéntica a la condicion de Bohr para la orbita circular; lo que de-
muestra que las condiciones de Sommerfeld son una generalizacion para
un sistema con varios grados de libertad de la condicion eserita por
Bohr para las orbitas circulares d=l atomo de hidrégeno.

La integracion de la segunda ceondicion de Sommerfeld nos va a.
permitir deducir el valor del «numero cuantico radial n» y la forma
mas rapida v comoda para llevar a cabo la integracion consiste en acudir
a las funciones de variable compleja aplicando el método'de los residuos.

La integral que figura en [6] podemos ponerla en la forma:

r max r max
2ule? LN LYR 1 o .
= [2;}.&1 + — ——J dr = — JArt 4 2Br — Cdr
r r . r )
r min r min
en donde A = 2poy; = 2uE

B = pZe?
C = a2,

Si ahora llamamos r, v r, a los. valores de r que anulan al eromlo
que figura bajo el radical tendremos

re 1
I=f — VAP —nr) (r—r,) dr

rnor

Desde luego como el valor de r debe estar comprendido entre r; y r,
el coeficiente A debe ser menor que cero, lo que exige que la energia
total E también lo sea.

Ahora bien en el campo complejo la funcion

=—“l/ Z"‘“le(z"“zz)

tiene dos determinaciones y sera necesario precisar de cudl partimos para
llevar a cabo la integracion.

Consideremos el dominio A limitado por una parte per la cu‘cunfe-
rencia C, de centro 0 y radio muy grande R y por otra parte por un
dlacito» ¢ que une los: puntos r; v r; sobre el eje real. En el interior de A
la funeion f(z) es uniforme y no hay otra singularidad que el polo sim-
ple z = 0. Se tiene, pues, tomando siempre las integrales en el sentido
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directo, designando por R, el residuo relativo a dicho polo y aplicando

el teorema de los residuos (1):
= | —2=xiR,
g c

Antes de llevar a cabo las integraciones . efectuemos la siguiente
conocida sustitucion:

9, N
Z—71 = p€.
i0,.
T— Ty = p2€
con lo que — 0, + 0,
]/ Apipy L ——
f(z) = —e . 2
z

Fig. 2.»

Veamos ahora las diferentes integraciones: .

1.0 La integral a lo largo de las pequenas circunferencias de cen-
tros r, y r, es nula en el limite. En efecto, fijémonos en el circulo de la
izquierda que rodea el punto r; y llamemos a al radio de dicho circulo,
tomdndolo lo suficientemente pequeiio para que en todo punto de él
se tenga (llamando € a iin nimero positivo dado dé antemano):

VA(z—r) (z —r)
L (z — ) —— - < e
V4

(1) E.LaANE: Précis d’ Analyse Mathematique, pag. 191, tomo I (L. Vuibert). Paris, 1947



es decir,

¥ Az — 1) (2 —1y)

< g/a

z
De aqui se deduce designando por Z; la circunferencia de radio a

f VA(z—r) (z — 1) € .
dz| < — + 2ma = 2me
| <

que tiende a cero con |z —r;|. Lo mismo demostrariamos con respecto
a la otra circunferencia ¢, de centro r, y radic a al tender éste a cero.
La integral a lo largo de { queda, pues, reducida a

Jem Lot ]
¢ Jm'n’ nm

Aunque por consideraciones cinemiticas se comprende que cuando se
sigue el camino m’n’ hay que tomar la determinacién positiva para el
radical y la negativa al seguir el camino nm, utilizaremos un método
que nos permite seguir paso a paso la determinacion a tomar en las

distintas integraciones que aqui se presentan. s
Sea un punto P del borde inferior m’n’ del «acito». En este punto
podemos tomar 6, = 0 y 6, = — = (ver figura 2). Ahora bien a lo largo
de m’n’ se tiene:
\ kg
VAr—r) (ra—r) ——i
flz) = e 2
r
Ppr =T —T1 e1=O
: 3
pa=Ty—7T, 0 =—ml ‘ ——
S iV A(r—r;) (r—r,) 2
- 0, + 6 = e =
]’/ Apypy i r
[(z) = e 2 .
' z - I Alr—ry) (r—rs) T A(r—ry) (r—ry)
= — (1 =
- r r
conlo que

f f(2)dz = / Al —r) (r—rﬁ)dr 1
m’n’ J m'n’ r

Andlogamente a lo largo del camino mn, se tiene como se ve si-
guiendo la linea de puntos que une P con Q:

=1 —r,, 0, =0 g VA=) (r—ry) mif2
¥4

) =i e =

pp=Tr,—7r ,, 0, =+m r

= — VAT 1) (r =7

r
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VA(r—r) (r—r)
//(z)dz = —f - = dr =
nm '

nm

dr = 1

"VAlr — 1) (r — 1)
I
mn
Resumiendo

o e fme
g m’'n’ nm :

2.0 Sea M el punto en el que la circunferencia de radio R encuen-
tra el semieje real positivo. Vamos a ir desde el punto P al M siguiendo
también el camino punteado de la figura 2. En el punto M tendremos:

pl=R—l‘1,;61=0(' ( VAR — ) (R —r,
zZ) =

Pz=R——I‘z,,92=_0$ R
pero aqui
' . f(z) = VA [#(z)] = 0
R — oo R - oo

/

luego la integralj f(z)dz tiene un valor que vamos a calcular, para lo
c .

cual haremos el estudio de la funciéon en las proximidades del infinito.
El residuo Ry de f(z) en el infinito, sera igual (1) a la integral

1 .
— ff(z)dz tomada a lo largo de C en un sentido tal que deje a la izquier-
i

da la parte del ‘plano en que se encuentra el puntyo del infinito, es decir,
en el sentido retrogrado, luego

1

Rp = — — f(z)dz
i) ¢
1 1
'Si hacemos z = — , dz = — — du, cuando z describa (C) en el
u ut

sentido directo, u describird una pequena circunferencia (3) alrededor
del origen en el sentido retrogrado; se tendra, por tanto, estando calcula-
das siempre las integrales en el senlido direcio:

' n du\ [ alu)
j f(2)dz = — ] o(u) (——— ) = 2 du
¢ [ 3 u? 5 u?

(1) E. LAINE: Précis d’Analyse Mathemalique, tomo I, pig. 203.




y, finalmente,

Si llamamos a, al coeficiente del término en u del desarrollo de o(u)
u

: o(u)
éste serd el residuo de —— en el origen, y se tendra
u2
Ryp =—a
Calculémoslo en nuestro caso concreto:

olu) = VA + 2Bu —Cut = A'lrp Ay 1 ..

a, = A2 B
B

R = — —
@ VA

'y, por consiguiente, la integral valdra:

j‘ : VAlz—nr) (z—nr) 2riB
f(z)dz = f dz = — 2niRw =
c c z VA

3.2 Nos queda ain por determinar el residuo R, de la funcidén f(z)
en el polo de primer orden z = 0.
La formula general (1) que debemos aplicar y que da su valor en un

punto polo de orden m es:

1
(m — 1)1

dm—1

[(z — a)mf(z)] g

dzm—1 z=a

Aquia =0 y m=1 Iluego

Ry = [2f(2)]z=0 = [V Alz — 1) (z — 13)]z=

Para calcularlo veamos la determinacion que le corresponde, para
lo cual seguiremos el camino que va desde P al origen.

'61 + 6,

91:"15501:_771 -

i [VA(z — 1) (2 — ry)lz=e = VApp, ¢ 2 =
Pz = Tz ,, 0, =T

' —- i

= VArr, e =—VAnrr,

pero ryr, = — —— luego
. A

Ry =—-]"—=C

(1) E. Laing: Obra citada, tomo I, pig. 190.
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En fin teniendo en cuenta los resultados de estos tres apartados
que preceden tendremos

Pe .

f = f — 2miR, VAr, + 2Br — G B o

¢ c (lr=ni[¢+ —C]
B VA

—_— r
Ia

y de aqui

Ty /2 ’
Ze, g2 B —
99prdr. = 2 2[L oy + —_— dr = 2ri — 3+ l/ — G
\ r re VA
ry

Sustituyendo A, B y C por sus valores y teniendo en cuenta que esta
integral es igual a nrh obtendremos:

wZey -
nrh = 2-\:1[ e —azg’]
J2p0
neh
peroo; = Ey o, = ; luego sucesivamente
2
wZe?
nh = 22ni e — neh
V2uE
2riple?
(ny 4+ no)h = nh = —
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Al nimero n = nr -+ ng se le llama «mumero cuantico totaly, y en

funcién de 61 la energia total del electron sobre una orbita eliptica
tendra por expresion
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que nos dice que todas las oOrbitas correspondientes a un mismo valor
del nimero cuantico total n tienen la misma energia.

Con lo expuesto anteriormente queda justificada la utilidad del mé-
todo de integracion de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi que nos ha
conducido, como dijimos al principio, de un modo natural a la primi-
tiva teoria cudntica.



