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SOBRE EL CALCULO DE VARIACIONES

por

V. MaARTIN JADRAQUE

El motivo de este trabajo no es llegar a conclusiones desconocidas,
sino a enfocar el cdlculo de variaciones desde otro punto de vista aten-
diendo a las funciones que se utilizan para llegar a las condiciones nece-
sarias de Euler. : : .

Para esto presentamos el problema de la manera siguiente: Se trata
de buscar una funcion y = y(z) continua y que admite derivadas con-

th B

Figura 1

tinuas en el intervalo [a, b] y tal que pasando por los puntos A y B (fi-

b
gura 1.2) hace maxima o minima a la integral I = / flz, y, y’)dz sien-
a

do f una funcién de tres variables z, y, y’ que es continua, asi como
sus derivadas parciales hasta las de tercer orden.

Supongamos que y = y(x) es la solucién buscada y que y = o(z)
es una funcién arbitraria que se anula paracz = ay 2 = b, o0 sea

y que admite derivadas en [a, b].

Consideremos las funciones Y = y - ¢®. Todas estas funciones Y de-
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penden del parametro » y de la variablé independiente z, y son tales

que Y(a) = yla) ; Y(b) = y(b) ya que *¥®) — oo = 1y A0
= ¢° = 1. Por tanto las funciones Y también pasan por los puntos Ay B.

Tenemos:
Y =y- er?
day N
Y = = e [y + we']
dz ) [1
dzy N
Y = = e [y + MRY + oY) + 1Yo’
dx?
SY
=y ge™?
LYY
SY’ 2o
[II] (— = € * [CPU/ "]" y(P’ + 7\!](9(9,]
IV
SY” (o [y + M2 + ¢y) + Mot + Ry +§ Ao
7N + 9"y + 2/yo’?]

Por suponer QUe y = y(z) es la solucién, se ha de tener que en

b
I = / flz, Y, Y)dzr cuando hagamos A = 0 se ha de verificar
a

SI(A)
que I(0) es un maximo o minimo y por consiguiente [~—~——J = 0.
3\ IA=0 |

51(%) bf 3 8Y 5 8y’
—_—— . + . )da’;
»  Ja 3Y 3 Y’ 3\

y haciendo A = 0 se obtiene:

SI(2) by 8f 3f
Oz[___] = [[—-y‘@+—*(¢y'+y?')]dx
. h=0 Jd 3y’

Lbr 5t Sf d{ye) b 3f
= | |yeo + : dx = oy —— dz +
a Sy 3y’ dx CJoa 3y

_ N
dl—
b b 8y’

—/epy —da
a Ja -dz

|y
+ lq>y~——~
3y’
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y como ¢(a) = ¢(b) = O se tiene

f
d
3I(x) b Sf 3y’
) Lo =]
S =0 a 3y dx

Esta dltima integral ha de valer cero cualquiera que sea ¢, por tanto,

se ha de verificar:
S\
3f d
—_— 3y [ =0

3y dx

que es la condiciéon necesaria de Euler que ha de cumplir la funcién g
solucion.

b .
Andlogamentesi I = / flz, y, y’, y”’)dx se tendra:
: a

b 3I(X)
I(x) = fle, Y, Y, Y"”)dx vy se tendra que verificar [——] =0
. a , 3y Ir=0
3I(2)

b [ 8 8Y 8 8Y’ S 8Y”
j . + . + . )dw
5Y 8 Y’ sn 3Y” &

RN a
SI(3)
0= ___] _
Sx Ix=0
b Sf f 3f '
= f [——°yq> +—(9y" + ¢Y) + —— . (e¥” + R0y + cp”y)]dw =
al dy 3y’ 3y’
) bro ¥ 5. dley) 8  diey)
= ?y + : + : dz =
) a 8y 3y’ dx 3y’ dx?

. of

b 5t C8f b b d(——

= oy de + l@y @ —/ oy —\8y" | +
a 3y 3y’ la a dz

” B
|-d 3f lb "b d(ey) d( f,/)
+,—(<py)-——— —/ “—\8y" | dw
dx Sy a a dr dx
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y como ahora suponemos que ¢(a) = ¢(b) = ¢’(a) = ¢’(b) = 0 para que

las funciones Y pasen por A y B y tengan en estos puntos unas tan-
gentes fijas {a y /s se concluye que:

D :

3T(A)] g/ 3f b d( f )
0=[——J =/<{>y———'dw—~[<py— sy’ ) —

3A IA=0 a 3y a dzx

3f 3f
b d(———) d(ey) b 3f d (-—)

———/—-Sy” : -dac:/cpy[————— 3y’ Jcl_x—

adz a

dx 3y dx
Sf Sf
l d ——) 1o b d? )
— ley - —\8y" /| + | oy- Sy | dz =
| dx a a dx?

I
o

of of
"b 8  d ) d? )
= / oy [——— ——\3%y ] + 3y’ J dx
a Jy dx . dx?

Como esta integral se ha de anular cualquiera que sea ¢ se ha de verificar:

—_—— e ——

Y

Figura 2
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Andlogamente vamos a ver el caso en que el problema sea con
integrales dobles. Para ello suponemos una funcion F(z, y, z, p, q)

. 8z dz :
(siendo p=— q= ——) de cinco variables independientes z, y, z,
dx 3y
D, ¢, que es continua de las cinco variables mientras el punto de coorde-
nadas (z, y, z) permanece en un cierto recinto G del espacio y p, q se
mantienen finitos. Suponemos que F admite derivadas parciales respec-
to de las cinco variables v que estas son continuas en G.

Supongamos en el recinto G una curva y cerrada, cuya proyeccion
sobre el plano XOY es una curva cerrada C sin puntos dobles (fig. 2.2).
El problema que queremos resolver es el siguiente: Dada la integral

(1) // F(z, y, z, p, q)dedy queremos hallar una funcion z = f(z, y)
J R

tal que haga mdxima o minima la integral anterior y tal que la funcién
z = f(xy) pase por la curva vy y sea continua lo mismo que sus derivadas
parciales de primer orden cuando el punto (zy) se mueve en el recinto R
que limita la curva C. Supongamos que z = z(z, y) es la solucidon buscada,
Y que z = o(x, y) es una funcion arbitraria continua lo mismo que sus
derivadas parciales y que se anula cuando el punto (z, y) describe
" la curva C. :

. Consideremos las funciones 7 = z - e)‘q’ donde A es un pardmetro
variable, Introduciendo esta funcién Z en la integral (1) tendremos: -

I()c) = // F(fl‘, y, Z, Z:c, Zy)dwdy‘
R

Esta integral ha de tener un maximo o un minimo para A = 0, pues
entonces Z = z que suponemos la solucién.
’ SZ -

— = zgc™®
P ’

Y
52
5Zy

S ol el e

Hemos dicho anteriormente que. I(A) ha de tener un mdaximo o un
minimo para A = (, por tanto, se tendra que verificar:

SI(2)
2y
on Ia=0

Calculemos esta expresion:

SI(A) 5F  3Z SF  8Zs SF 8Zy
- = : + e+ : dzdiy
7N JJ R\ 3Z & 8Z: S 8Zy; &

7 =z-¢M®

olzz + Moale?® + 202 ® | (3)

Zo = [ + 2eale’® | (2)
Zy = [zy + Moyl - ®
Ap
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y haciendo A = O teniendo en cuenta las expresiones (2) y (3) se tiene:

81 x) F .
0= / ( ©zZo + [ozz + zoz] +
82;1:

3F
-+ lozy + Z@y])dwdy =
Zy
3F 3F  §(¢z) 3F 3(¢z)
=ff[ cze + : + ]d:r:dy.
RL &z 3p Sz 8¢ dy .

Llamando ¢ = z - ¢ [{ es arbitraria por serlo ¢ y se anula a lo largo
de C por anularse ¢] tenemos:

SF dF 3¢ 3F 3¢
// [4»- + : + . ]dmdy:O (4)
R dz 3p dx 3q 3

u

ijb‘p —dwdy ff ; (¢ —)—¢ (i’}:—)]dmy i
L= ], By ¢)—¢8(T)]dmdy

Teniendo en cuenta el teorema de Riemann que dice que

// (———— + ———)dfcdy / (Pdy — Qdx)
/ C

y aplicandolo a (4’) se tiene:
3F \
o Y — 3F
f/ —_— 3p ldxdy = Y ——dy =0
./ R 3 ¢ dp
3F
8§ |—- ¢) 3F
/ —— \ 3q dedy = — | ¢ ——dzx =0
R dy y

¢ dq /

i

puesto que ¢ se anula en el contorno C.
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Con estas conclusiones la ecuacion (4) queda de la forma:
3F 3F
_ 3 3—
r 3F 3p 3q /7
j ¢ [ — — Jdmdy =0
R 74 dx 3y

Para que esta integral doble sea nula, cualquiera que sea la funcién
arbitraria ¢, es necesario y suficiente que se verifique:

3F 3F
— 3
3K 3p 3¢

. —_— — =0
3z dr dy
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SECCION INFORMATIVA

«Colaboradores e investigadores del C. S. 1. C.

Por Decreto der 6 del pasado junio, se ha dispuesto respecto a estas pla-
.zas, lo siguiente : .

Articulo primero.—En los Institutos del Consejo Superior de Investiga-
-ciones Cientfficas +xistirdn plazas de colaboradores y de investigadores cien-
‘tificos dedicados a trabajar en las investigaciones cientificas desarrolladas en
~dichos Institutos, plazas que podridn ser establecidas por el Consejo Supe-
-rior de Investigaciones Ciéntificas y sus distintos Patronatos, as{ como por
“Corporaciones ptbticas y Fundaciones y Entidades privadas. '

Articulo segundc.—Las plazas de colaboradores e investigadores cienti- .
‘ficos tendrdn cardcter temporal por cuatro afios, pudiendo ser prorrogados si
“la labor investigadcra lo aconseja y as{ lo acuerda la Entidad de la que de-
penda la dolacién. "

Articulo tercero.—Los colaboradores e investigadores cientificos habrén
-de ser Doctores que hayan trabajado durante tres afios al menos en Centro
-de investigacién cou resultado satisfactorio. Ser4d necesaria la presen‘acién
de un certificado de la Direccién del Instituto o Centro correspondiente, fijan-
~do el tiempo que ha trabajado e informando acerca de las condiciones de com-
‘petencia y laboriosidad demostrada durante ese perfodo. El nombramiento
-de becario y ayudante serd atestiguado mediante certificado de la Secretarfa
-del Consejo. , _

Se contard en cste tiempo el que haya invertido en pensiones en el ex-
tranjero (uando el pensionado haya sido enviado de acuerdo con el Instituto
-0 Centro respectivo, y a la vista dela labor 'desarrollada, la Direccién del Ins-
tituto o Centro informe favorablemente el cédmputo de este tiempo.

El personal de lo= Institutos del Consejo que sin tener esa titulacién haya
-alcanzado una consideracién cientifica destacada por los trabajos de investi-
gacién publicados 7 por el valor de su labor en el Instituto, podrad ser pro-
puesto por la Direccién de éste al Consejo para ser admitido a la provisién de
las plazas de colaboradores si cuenta con un minimo de ocho afios de trabajo
«en el Instituto respectivo, atestiguado por el nombramiento correspondiente,

Articulo cuarto.—Las plazas de colaboradores e investigadores cientifi-
-cos se proveeran po: los Patronatos o uniones de Patronatos tras examen de-
stenido llevado a cabo por una ponencia especial de la propuesta formulada
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por la Junta de! Inslituto correspondiente.” También podran proveerse por
concurso-oposicién o por concurso, segin el Reglamento o Regiamentos que
establezea el Consejo para sus distintos Patronatos. Cuando se traie de plazas.
dotadas por otras Entidades, és‘as propondran al Consejo el régimen de pro-
visién, Los Patronatos o Juntas o uniones de Paironatos establecerdn las nor-
mas a que ha de ajustarse la ponencia y, en su caso, el Reglamento del con-
curso-oposicion.

Articulo quinto.—Transcurridos los cuairo afios de nombramiento de co-
laborador, si la indole del trabajc realizado exige su continuacién, podra re-
novarse el nombramiento por un periodo igual o inferior después de un exa-
men satisfactorio de la labor realizada.

Estas renovaciones podran llevarse a cabo indefinidamente.

Articulo sexto.—El nombramiento de investigador exigird ser colaborador
cientifico y haber obtenido al menos una renovacién cuatrienal.

Articulo séptimo.—Las plazas de investigador cerdn también temporales
por periodos de cuairo afios, que podran ser renovados tras el examen satis-
factorio "de la labor realizada si el Instituto o Centro respectivo considera
‘necesaria la continuacion del irabajo ’

Articulo octavo.—Las ponencias precisas para la designacién de colabora-
dores e investigadores o los Tribunales que hayan de juzgar los concursos
seran convocados por cada materia ¢ para determinados Institutos o Centros.
y estardan compuesios por cinco Jueces.

En todo momento el Director del Instituto podra informar a la Junta del
Patronaio o unién de Patronatos o a la autoridad correspondiente de la labor
de cada colaborador o investigador, y si el juicio fuese desfavorable se podran
modificar las condiciones del nombramiento y aun proceder a su anulacién.
Esta anulacién exigira el juicio y propuesta de una ponencia o Tribunal and-
logos a los que determinaron el nombramiento y la aprobacién de dicha pro-
puesta por el Organismo que efectué la designacién.

Articulo noveno.—En los Institutos del Consejo en los que exis'an servi-
cios permanentes esenciales para la labor del conjunto del Instituto, podra el
Patronatu respectivo conservar por tiempo indefinido a los colaboradores o
investigadores que iengan dos cuatrienios de trabajo cientifico, favorablemen-.
te juzgado con arreglo al régimen general que se aplica al personal cientifi-
co del Consejo.

En todo caso podra seguirse régimen de contratc )

Arifculo décimo.—Los colaboradores e investigadores: deberan presentar
anualmente una relacién de la labor realizada a los Organismos de que de-
pendan, los cuales trazardn las normas con arreglo a las cuales ha de des-
-arrollarse el trabajo de este personal cientifico.

Articulo undécimo.—Los Institutos cuyo presupuesto se cubra en parte
considerable con ingresos distintos a ia subvencién Jdel Estado podran asignar
una parte de estos ingresos del Estado a la provisién de plazas de colabora-
dores e investigadoies establecidas por el Consejo a propuesta del Instituto
que las do'e, con informe del Patronato respectivo y provista de la misma
forma consignada en, el presente Decreto. Los colaboradores e investigadores
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asi designados tendrdn la misma consideracién que los demas del Consejo,
y en caso de variaciéon o desaparicién del Instituto a que pertenecen pasaran
a un Instituto similar, al que se transferird el créditc que tenian asignado en
el Instituto que haya sido variado o suprimido.

Artfculo duodécimo.—Los colaboradores o investigadores que ocupen pla-
zas creadas por el Consejo Superior de Investigaciones Cientificas tendran,
con cargo al presupuesto de dicho Consejo, el sueldo establecido por el Con-
sejo ejecutivo, v ademdas las gratificaciones que sefialan los respectivos Pa-
tronatos, Juntas o uniones de los mismos. El Consejo determinard asimismo
las gratificaciones de antigliedad, asi como las que correspondan a servicios
de cardcter social. '

Los colaboradores o investigadores que ocupen plazas creadas por Cor-
poracién publica o Fundaciones o Empresas privadas percibirdn las dotacio=
nes fijadas por éstas.

Articulo décimotercero.—En e! Consejo Superior de Investigaciones Cien-
tificas el régimen de colaboradores ¢ investigadores sera distinto en los Insti-
tutos, Departamenios o Secciones propios y en los coordinados.

A los investigadores y colaboradores de Institutos, Diepartamentos o Sec-
ciones propios se les exige dedicacién plena durante el horario completo de
trabajo.

La Junta del Patronato o de la Unién de Patronatos, previa peticién e in-
forme del Instituto, podrad estimar, en los casos que se propongan, qué tra-
bajos ajenos a los realizados en e! Consejo pueden considerarse afines o com-
plementarios a investigaciones que en él se realicen, y, en su caso, autori-
zarlos con la consiguiente madificacién de jornadas y de retribucién.

Los investigadores y colaboradores podran limitar su trabajo a media jor-
nada, si les autoriza la Junta del Patronato o unién de Patronatos, previo
informe favorable de su Instituto. En este caso su sueldo quedara reducido

al cincuenta por ciento y la gratificacién en la cuantia que el Patronato de-
termine.

Articulo décimocuarto.—El régimen de nombramiento, dedicacién y re-
tribucién establecido para los colaboradores e investigadores cientificos no es
aplicable a quienes pertenezcan a un Cuerpo de la Administracién del Estado.
Estos podran, sin embargo, realizar su trabajo de investigacién en los Insti-,
tutos conforme al régimen general que se aplica al personal cient{fico del Con-
sejo.

Articulo décimoquinto.—El caso de mérito excepcional valorado por el vo-
lumen y trascendencia de las investigaciones publicadas y por la dedicacién
perseverante durante gran parte de la vida podré ser reconocido por el Consejo
ejecutivo mediante un nombramiento de investigador, estableciendo en cada
ocasién los emolumentos y condiciones de la designacién.

Articulo décimosexto.—Existiran también colaboradores adjuntos y cola-
boradores eventuales, ésfos de nombramiento anual, renovable, con el sueldo
de dos tercios de la dotacién del colaborador. IAlsimismo, en los Institutos en
que la indole de trabajo lo exija, podra haber también técnicos con el tftulo
de Enseiianza Superior o con oche afios da trabajo, como sefiala el parrafo
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final del articulo tercero, para aquellos servicios cientificos que por su caréc-
ter instrumental o de repeticién sin constituir por s{ mismo investigacién son
necesarios para.los trabajos de conjunto de los Institutos. El régimen del
personal a que se refiere este arliculo serd establecido por el Patronato o
Junta de Patronatos respectivo.

Jubilacién.

Ha sido jubilado recientemente, el catedratico de la Universidad Central,
D. Julio Rey Pastor, eminente figura de la Matematica Espaifiola,

Con tal motivo, la R. S. ‘M, E. renueva su adhesién a su ilustre Presi-
dente.

4
Pr. Alvarez Ude.

No alcanzd nuestro ultimo niimero a recoger la triste noticia del falleci--
miento del catedratico de la Universidad Central, ya jubilado, D. José Al-
varez Ude, admirado profesor de tantas generaciones de estudiantes, que
colmaron su sed de Descriptiva con sus amenas y sabias lecciones.

Descanse en paz el ilustre Académico y gran matemdtico, y sean estas
cortas lfneas el sencillo, pero sentido, homenaje a su memoria, de Gaceta Ma-
temdtica,

Aniversario.

Cumplese ‘el ceatenario del nacimiento del geémetra espafiol, D, Cecilio
Jiménez Rueda. .

Todavian corren entre las manos de los estudiosos algunas de sus notables
publicaciones, Georzelria Métrica, Formas geoméiricas..., imperecederas por
su contenido. Constituye un orgullo para la Matemadtica espafiola jalonar
estas seiialadas fechas de nuestra historia cientifica.

XXI1V Congreso Luso-Espaiiol para el Progreso de las Ciencias.

El XXIV Congreso Luso-Espatfiol para el Progreso de las Ciencias se ce-
lebrar4d en Madrid en la segunda mitad del mes de noviembre del presente
aiio, coincidiendo con la conmemoracién de las Bodas de Oro de la Asocia-
cién Espaiiola para el Progreso de las Ciencias.

Corho -es norma en nuestros Congresos, celebrados con la colaboracién de
la Asociacién Portuguesa para ¢l Progreso de las Ciencias,. podran concurrir
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los miembros de ambas Asociaciones y las personas que, sin serlo, se ins-
criban abonando la cuota de congresista.

Aparte de las sesiones generales del Congreso (apertura, clausura, etc.)
y de los actos sociales y excursiones que se organicen, se celebrardn por sepa-
rado las sesiones correspondientes a cada una de las Secciones en que est4 di-
vidida la iAsociacién. Los discursos inaugurales de las siguientes Secciones
correrdn a cargo de las personalidades que se citan :

Matemadticas : Prof. Dr. José M.2 Orts, Catedratico de la Universidad de
Barcelona, ;

Astronomfia, Geodesia y Geotfsica : Contralmirante D. Francisco Ferndn-
dez de la Puente, Director del Instituto y Observatorio de Marina de San
Fernando. 4

Publicaciones.

Recientemente s& han publicado, por el Instituto «Jorge Juan», de Mate-
méticas, los volimenes siguientes :

E. VipaL AsascaL :Monografias de Matemdticas.—I1.—Estado actual,
Métodos y Problemas de la Geometria Diferencial.—Apéndice ; Traduccién
de la Memioria péstuma de P. Riemann,

L. Ptrez CacHo : Memorias de Matemdtica del Instiluto «Jorge Juan».
Numero 20.—Sobre algunas cuestiones de la teorfa de niimeros



