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50BRE ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS 
FUNCIONES CONVEXAS 

por 

P . PUIG ÀDAM 

El creciente interés que tienen en Análisis las funciones convexas justi-
iica que intentemos en este artículo, de finalidad expositiva, ofrecer a los lec­
tores de GACETA M\TEMÁTICA un cuadro de propiedades que juzgamos más sa­
lientes de las mismas, elementalizando de paso algunas demostraciones, sis­
tematizándolas en torno.a la esencial propiedad de la ordenación de incre­
mentos, y exponiendo al final alguna aplicación que estimamos interesante. 

Suponemos una función y (x) definida unívocamente en un intervalo, 
cerrado o abierto, finito o infinito, y adoptamos la definición de Jensen : 
y {%) se llama convexa cuando dados dos puntos cualesquiera de dicho in­
tervalo a, p se verifica . 

o- + ft \ y (a) + y m 

( ^ ) 

I. Ordenación de incrementos. 

La definición que acabamos de recordar equivale a la siguiente: Dos 
incrementos funcionales consecutivos A^oi A3'i correspondientes a dos in­
crementos consecutivos iguales cualesquiera de la variable A-̂ o» A^i ^^ ^̂  
intervalo de definición, verifican la ordenación A}'o ^ Ayi-

Ya que 2y^ < y^ + y^ equivale a y^ ^ ô ^ ya —^i-

Corolario I.—-Puesto que los incrementos funcionales 

A>'o» Avi, Avo, ... ày,,-, 

correspondientes a n intervalos consecutivos iguales de la variable 

están ordenados en sentido no decreciente, si < , ,. . . > todos 
( el ultimo es negativo ) 

los demás lo son también y sus valores absolutos presentarán una 
, ., i no decreciente ¡ r^, , , , , , , 

ordenación . , . h. menor de iodos estos valores absolutos es 
I no creciente 
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, . } será ^ que el promedio aritmético de todos ellos y po-
el último ) ^ ^ ^ ^ ^ 

dremos escribir, respectivamente : 

yn — Jo , , , ^ -̂ 'o ~~ '̂̂  
I A y o K ^ i ^ 3 ' B - i l < — 

Corolario II .—Toda función convexa definida en iodo el eje real, y aco­

tada siiperiorinente en él, se reduce a una constante. De otro modo, todo Ay 

es nulo. Pues si a un cierto intervalo ¿ÍXQ = x^ — x^ correspondiera UD 

A)'^ =}= O, por repetición de dicho intervalo- a la derecha o a la izquierda (se­

gún fuera Ay„ :'' ^ ) podríamos encontrar puntos de la curva de mayor orde­

nada y cuya diferencia con y^ fuera >• í^Ay^ {n entero cualquiera) en contra­

dicción con la acotación. Las funciones convexas verifican, pues, en el campo 

real propiedad, en cierto aspecto análoga a la de las funciones analíticas en el. 

campo complejo. 

2. Continuidad de las funciones convexas acotadas superionnente 

en un intervalo finito abierto. 

Sea ahora (a^ b) un intervalo abierto en el que suponemos definida la 
función convexa y (^x). Sea P (:%. y) un punto de su gráfica (por tanto) 
a <. X <Í b). Consideremos un Intervalo hx suficientemente pequeño para 
que pueda repetirse varias vecesj consecutivas a la derecha e izquierda de X 
en (a, 6), de modo que (m, n enteros) 

n ^x ^ b —'X<i {n + 1) /S.x m A^^x— a < (m + 1) A ^ 

Sea A«̂  y el incrernento funcional correspondiente a àx a la derecha 
de P , y sea A» y el correspondiente a la izquierda. 

a) Si ambos incrementos son positivos, también lo serán los sucesivos 
a la derecha y se tendrá, por lo dicho antes : 

V {x + n/\^x) — y (x) 
I Ai y K Ad y I < — . ^ (1) 

n 

b) Si ambos son negativos, lo serán también los sucesivos a la izquierda 
y podremos escribir análogamente 

y {x — fn,àx) — V (x) 
I Ad y | < I A/ y I < ^ • '• . (2) 

tn 

c) Si Ad y es positivo y A»'y negativo (lo contrario es imposible), será 

y (:% 4- nàx) —• y {x) y {X-— mAoc) — v {x) 
; àd y I : ^ - [ Al- y I ^ _^_-___J_. (3^ 
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En todos los casos, pues, incluso si alguno o ambos incrementos son nu­
los, se verifica alguno de los grupos de desigualdades (1), (2) ó (3). Si y (pe) 
es acotada superiormente, los numeradores de los segundos miembros per­
manecen finitos mientras los denominadores -m, n tienden a infinito al ten­
der A^-^ 0. Los incrementos a la derecha y a la izquierda de P tienden, 
pues, a cero con Â ^̂  lo que prueba la continuidad de y {x). 

Toda función convexa acotada superiormente en un intervalo finito abierto 
es continua en él. 

o. Posición relativa de la gráfica y de la cuerda entre dos puntos 
. Cualesquiera. 

La definición de Jensen establece que el punto de abscisa media entre 
dos a, ¡3 de la gráfica está en la cuerda que los une O' debajo de ella. Vea­
mos que lo mismo ocurre para los demás puntos intermedios. Reiterando 
el proceso por adopción de puntos medios sucesivos, resulta la propiedad 
cierta para todos los puntos de la red binaria obtenida por mediaciones su­
cesivas del intervalo. Como esta red es densa, lo mismo ocurrirá para cual­
quier otro punto del intervalo, considerado como límite de una sucesión de 
puntos de la red binaria, ya que este punto puede sumergirse en un inter­
valo abierto de la red binaria interior al de definición de y {x), en el que 
dicha función es continua según § 2. En resumen : 

Toda cuerda de la gráfica de una función convexa entre dos puntos del 
intervalo de definición limita superiormente el arco de gráfica subtendido. 

Corolario : La gráfica de toda función convexa acotada superiormente en 
un intervalo abierto se sitúa, entre dos puntos cualesquiera de ella. A, B, 
en el semiplano inferior determinado por la recta AB, y en el exterior de 
dicho intervalo la gráfica se sitúa en el semiplano superior (en ambos ca­
sos se incluyen los bordes del semiplano). 

En efecto, si C es un tercer punto exterior al intervalo AB, no puede 
situarse por debajo de la recta AB, ya quel en tal caso B estar/a por enci­
ma de AlC, o A por encima de CB, en contra de lo anterior. 

4. Ordenación de incrementos relalivos. 

Como consecuencia de la propiedad anterior resulta : Al sübdividir un -
intervalo A^ en dos cualesquiera 

Aí^o. A^i 

no precisamente iguales, el incremento relativo de la derecha aumenta o per­
manece igual, y el dei la izquierda disminuye o permanece igual. Es decir 

Ayo Ay A y, 
< - ^ < — 

A^o A^ A%, 
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5. Existencia' de derivadas a la derecha e izquierda de un punto. 

De la propiedad que acabamos de establecer resulta que al decrecer en 
valor absoluto el incremento Ax a la derecha de un punto P (interior al in­
tervalo de definición), el incremento! relativo 

Ad y 

no crece, mientras a la izquierda no decrece. Y como ambos incrementos re­
lativos se acotan mutuamente 

A ' V A ^ V 

— : — < _ 
A^ A'^^ 

cada uno de ellos tiende a un límite que define respectivameníe la derivada a 
la derecha y a la izquierda, en el punto P. En iodo punto P interior al in­
tervalo de definición de una función convexa existe una derivada a la de­
recha f otra a la izquierda, siendo la derivada a la izquierda ^ que la de­
rivada a la derecha. 

Llamando tangentes en P a las rectas que pasan por P y lienen por 
pendiente esías derivadas, resulta : La gráfica de la función convexa está 
por endona de toda tangente cuando no coincide con ella. En efecto, el in­
cremento relativo en tre P y cualquier otro punto Q a la derecha de P, es ma­
yor o igual que la derivada a la derecha de dicho punto, lo que implica una 
posición de Q en dicha tangente o por encima de ella, y análogamente para 
los puntos a la izquierda. 

6. Minimos. 

Toda función convexa definida en un intervalo finito (abierto o cerrado) 
(a,, p) está acotadoi inferior-mente en él. 

En efecto, si la curva no estuviera acotada inferiormemte, para cada 
entero negativo —̂  n existiría un punto. An (^HJ yn) de abscisa Xj^^ en el 
intervalo, es decir, <i<i x^ <. p. y de ordenada yn<^ — ^- Tomando uno 
de los límites de oscilación í de la sucesión o(^ y un punto cualquiera P 
(^0' yo) ^^ 1̂  gráfica, tal que x^ #= f, en el intervalo comprendido entre 
OÍQ y £ no podría existir curva, pues si x^ <[ í, cualquier punto (a, h) 
de ella habría de cumplir (§4) . 

• yo Vm — :Vo 
• ^ < - - - — < -

a — ' ^ „ Xji, — x^^ Xjj, — x,j 
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para todos los valores enteros n ' que hicieran 

• 1 ^̂ n, — í l < e < U — a ! 

lo cual e§ imposible por tender la últ ima fracción a — oo al crecer n'. 
Análogamente, si x„ !> í se habría de verificar (§ 4) 

3̂ 0 — ^ y^— Viii yo — í^' 
• > — > " — 

igualmente imposible al crecer n\ (*) 
Toda función oonvexcú en un intervalo cerrado tiene un mínimo absoluto 

en un punto o en iodo un intervalo. L a existencia de dicho mínimo resulta 
del teorema anterior y del de Bolzano-Weierstrass. Si existe m á s de un pun­
to con este valor mínimo, la función ha de tomar el mismo valor en todo 
el intervalo emprendido entre ambos por la condición de convexidad y de 
mínimo absoluto. 

7. Monoionía. Integrahilidad-

Si la función convexa en un intervalo finito toína el valor mininio en 

7 ^ , í inferior ) •/ , • , r •/ '-, (no decreciente! 
el extremo I . > det mismo, la función es mono lona < 

I superior ) " ( no creciente 
en él. En efecto, la condición de mínimo en el extremo inferior del inter­
valo excluye la posibilidad de ningún incremento funcional negativo en todo 
dicho intervalo (propiedad de ordenación de incrementos, que en este caso' 
serán todos ^ O), y análogamente en el caso de mínimo en el extremo su­
perior en el que todos los incrementos funcionales deberán ser ^ 0. 

Si la función adquiere el valor mínimo en un punto intermedio del inter­
valo, la función ¡es monótona no decreciente a la derecha y no creciente a la 
izquierda. 

De la monotonía total o fragmentaria resulta, sin más , la integrabili-
dad Riemann de una función convexa acotada superiormente en un interva­
lo finito (ya que también es acotada inferiormente según hemos visto antes). 

8. Limites de una función convexa acotada en los extremos de un 
intervalo finito. 

Cuando la función convexa definida en un intervalo finito y, por tanto , 
acotada "nferionnente en él (§ 6) se halla además acotada superiormente, 
esta doble acotación y la monotonía de la función en las i>roximidades de 

(*) El incumplimiento de estas desigualdades traduce el hecho intuitivo 
de ser materialmente barrida por las cuerdas PAÍ^ la zona vertical de 
plano comprendida entre x^ y £. 
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los extremos del intervalo asegura la existencia del límite superior de la 

función en ellos. Este límite puede coincidir o no con el valor de la función 

en dichos extremos, lo que prueba que la continuidad puede dejar de cum­

plirse en los extremos del intervalo cuando éste es cerrado. 
Ejemplo : La función nula en un intervalo abierto finito cualquiera (a, h) 

e igual a un valor positivo en cada extremo, es convexa y discontinua en 
el mismo intervalo cerrado. 

9. Monotonía de la derivada. 

Ya hemos dicho que : La derivada a la izquierda de cada punto es ^ 
que la derivada a la derecha en el mismo. Pero además : 

Si a?j <C. x¿ cualquiera de las derivadas (derecha o izquierda) en x^ es ^ 
que cualquiera de las derivadas (derecha o izquierda) en x.^, y la pendiente de 
la cuerda entre ambos puntos está comprendida entre los valores de dos 
derivadas cualesquiera de distinto extremo ̂  

En efecto, tomando incrementos Ax' menores en valor absoluto que 
^2—'^D cualquiera de las dos derivadas en Xj^ es límite de un incremento 
relativo (derecha o izquierda) menor que el incremento relativo entre 3ff, y 
3̂ 2, y éste menor que el incremento' relativo (derecha o izquierda) en x^ en 
virtud de § 4. 

La derivada (derecha o izquierda indislintamente) de una función conve-
xx-a es, pues, una funciónl monótona. 

10. La integral y la fórmula de los trapecios. 

Dado un intervalo cerrado [a, (S"] interior al de definición de una fun­
ción convexa y (ix) supongamos efeotuada una partición del mismo en inter­
valos parciales. Los trapecios que se obtienen al sustituir en cada interva­
lo parcial la gráfica por su cuerda sumarán un área (con el signo que re­
sulte de sus ordenadas) seguramente superior al valor de la integral de­
finida 

/ 
yáx 

La monotonía de las derivadas permite obtener una acotación sencilla (aun­
que grosera) del error. 

En virtud de lo dicho en §§ 5 y 8, la gráfica está situada entre la cuer­
da y cualquier tangente extrema. Y como la pendiente de la cuerda es in­
termedia entre la de dos tangentes de distinto extremo, trazando por el ex-
líremo izquierdo del arco una tangente AM y una paralela AN a una de las 
tangentes en el extremo derecho B, la cuerda, así como la gráfica, estarán 
entre ambas rectas AM y AN, y el área entre la cuerda y la gráfica que 
mide el error, será menor que el área del triángulo AMN (figura), com 
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prendido entre ambas reotas. Pero como las pendientes varían monótona­
mente, trasladando todos estos triángulos así construidos en cada interva­
lo, a un vértice común O, todas las paralelas por O a las tangentes suce-
•sivas quedarán ordenadas y la suma de las áreas de dichos triángulos será 

Figura 1 

<ín definitiva ^ la del triángulo que las paralelas por O a las tangentes ex­
tremas interceptan en un intervalo de anchura igual al mayor de los interva­
los (norma de la partición). Para toda sucesión de particiones cuya norma 
tienda a cero, el error tenderá a cero y la, buma de los trapecios tenderá a 
la integral. 

Pero la misma acotación del error puede aplicarse a una sucesión cual­
quiera de intervalos finitos uniformemente acotados para una y {x) con­
vexa definida en todo el eje real o en una semirrecta del mismo {x >^ a, 
por ejemplo), de lo que resulta : 

Si y {%) es convexa en un intervalo infinito y es su derivada acotada en 
él, la suma Sp de las áreas de n trapecios limitados por las cuerdas en inter­
valos de longitud ^ A ly la integral In de y (;x) en el intervalo suma difieren 
entre sí menos que 

1 
AML —Q 

donde L y I son las cotas superior e inferior de la derivada en el intervalo de 
definición de y (x). Si la integral I en dicho intervalo es impropia, la suma 
<ie los trapecios constituye una representación asintótica de la misma, ya 
que In — Sn se conserva finita, y por tanto Sn/In tiende a la unidad. 
Sn puede, pues, sustituir a In en todo cálculo de límites en que la referida in­
tegral intervenga como factor o divisor. 

Advertencia. Todo lo dicho para funciones convexas puede repetirse para 
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funciones cóncavas, definidas análogamente cambiando el signo de las des ­
igualdades y los términos «mínimo» por ((máximo», ((COta inferior» por ÍCCO-
ta superior» y recíprocamente. 

APLICACIONES 

1. Fórmula de Stirling. 

En el intervalo 1, oo la función loge^ es cóncava y tiene derivada aco~ 
tada. Por tanto, la diferencia entre la integral entre 1 y n 

/ 
log xàx = n log n — n + 1 = log (e^^--^ . n'^) 

1 

y la suma de las áreas de los trapecios inscritos definidos por las ordenadas-
en los puntos de abscisas 2,3, 4, ... n 

log 2 + Ig 3 + . . + log ( n — 1) + 
1 n ! 

log n = log -
l/w 

es una cantidad creciente que permanece finita al crecer n. Tiene, pues,, 
límite esta diferencia y, por consiguiente, también t 'ene límite el cociente. 
n\/e — ̂ . w". ]/n (producto por e del antilogaritmo de dicha diferencia).. 
El cálculo de dicho límite se obtiene mediante la fórmula de Wallis, y re-^ 
sulta ],/2 TT, obteniéndose la fórmula de Stirling. 

2. Constante de Etilef. 

vSi cortamos una r ama de hipérbola por un sistema de rectas paralelas 
(cada un secante en un solo- punto a dicha rama) , de tal modo que las an--

Figura 2 
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churas de las fajas de plano que determinan cada dos consecutivas sean 
acotadas en su conjunto, la suma de las áreas de los segmentos hiperbóli­
cos comprendidos entre las.cuerdas limitadas por los puntos de intersección-
consecutivos y la hipérbola, permanece finita, y menor que el área del tri­
ángulo limitado por las asíntotas y una paralela al sistema de rectas situa­
da a distancia del centro igual a la anchura máxima de las fajas. Basta, en 
efecto, aplicar la limitación anterior. 

Si una de las rectas del sistema coincide con una asíntota, y las fajas 
son de ancho constante igual a, pc'emos calcular la suma de los segmen­
tos hiperbólicos definidos como antes, excluido el punto impropia de la asín­
tota del sistema. 

Figura íS ' 

Si es O el ángulo de las asíntotas y xy = k la ecuación de la hipérbola 
referida a las asíntotas, la suma de ñ — 1 de estos segmentos hiperbólicos es,, 
en efecto, (y constante de Euler), 

i I \ k k ' k k 1 fe \ 
sen 61 ai •—̂  + —— + + ... 4- + — I — 

( \ 2 a 2 a 3a (n—\) a 2 n a j 

na/sen O 

Ç ^ ] 1 / 

2 \ n J 

na/sen O 
1 1 í 

. àx J = sen (9 { A: I 1 + + + ... • 
2 3 n 

a/sen O 

k log n -> k sen $ \y 
2 

Para la hipérbola equilátera xy = 1, resulta esta suma igual a la cons­
tante de Euler, menos 1/2; es decir, 0,07721. 


