— 135—

NOTA SOBRFE. LA FCUACION DE, LA TANGENTE
EN UN PUNTO ORDINARIO DFE UNA CURVA
F(x,y) =0

por

Horacio GuTIERREZ RIVERO

) La determinacion de la ecuacion de la tangente a una curva pla-
ma F(z, y) = 0, no ofrece ninguna dificultad siguiendo el procedimiento

-ordinario, y en general es un problema sencillo. No obstante, el método
que se expone en esta nota, creemos que puede resultar ventajoso por
su brevedad en algunos casos; por ejemplo, cuando la ecuacion de
la curva tiene pocos términos.

Para fijar las ideas, comenzaremos por tratar las curvas de segundo
vy tercer orden, generalizando después para una curva de orden n.

Emplearemos coordenadas homogéneas por lograrse asi la simetria
de las formulas. Por esta razon, en la aplicacién practica, debe de intro-
ducirse 1a z. Como z y Z, (coordenada del punto), van a ser iguales a 1,
no complican los cdlculos, facilitando el desarrollo.

I. Sea la curva representada por la ecuacion general de segundo
grado homogénea ; ’

apT? 4 ApY? 4 a32% 4 Ty + 20,77 4 2ayz=0 (1)
La ecuacion de la tangente en un punto (X, Y,, Z,;) de la curva serd:

(w - Xl) (2a11X1 + Q’alZYl + 2a13Z1) + (g "“Yl) (2a22Y1 + 2(11.2X1 +
+ 2a45Z;) + (2 — Z,) (2a55Z; + R2a,5X, -+ 2a55Y,) = 0

Haciendo operaciones resulta:

RauX® + 200Yy + Rz + Qam(Ylw + X)) + Rwas(Zyx + Xyz) +

+ 2am(Zyy + Yi2) —2(anX? 4 @2 Y12 + 0337, 4 202X Yy + 2045X,Z; +
+ 205Y,7Z,) = 0

Teniendo en cuenta que este ultimo paréntesis .es nulo, queda:

RanXyr + 2anY1y + 2a3Z,z + Qala(le + Xu) + 2a;,(Zl.'1: + Xyz) +
+ Ran(Z,y + Yi2) =0



Esta ecuacién podemos ponerla en la forma: s
(X + X)) + Yoy + yYa) + as(Ziz + 2Zy) + 2au(Xay + 2Y,) +
+ Ra;(Xaz + 2Z;) + Ran(Yiz + yZ,) = 0 ()

que es la ecuacion de la tangente a la curva en el punto (X;, Yy, Z,).
Ahora bien; la ecuacién (1) se puede poner de esta manera:

AT + UYY + 5327 + 20,2y + 23577 + 24,597 = 0 (3)

Comparando (2) y (3), se ve que aquélla se ohtiene de ésta sustitu-
vendo ordenada y sucesivamente una de las dos variables por la corres-
pondiente coordenada del punto de contacto.

Ejemplo.—Ecuacion de la tangente a la hipérbola

z?— 22y + by —7 =0
en el punto (1,2). .
Pondremos

(X + X)) —2(Xyy + 2Y4) + 5(Yiz + yZ,) —7(Zyz + zZ,) = 0
Haciendo X; = 1, Y, = 2, Z, = z = 1, resulta
— 2 + 3y —4 =0

que es la ecuacion pedida.

Desde luego, en las curvas de 2.° orden, la aplicacion de este método
podria hacerse mds sencilla, pero no insistiremos en ello por conservar
el caracter general.

1I. Sea la curva representada por la ecuacién general de tercer grado:

A% & Uopol]® + (3332° A BAuasZYz + 3011,7% + 31ty + 3055772
Basesy?z 4 30535722 + 3ddagyz? = 0 (4)

La ecuacion de la tangente en el punto (X, Y., Z,) es:

(z — X)) (BauX? 4 6a15,Y1Z; + 6@, XY, 4 30152 Y,? + 6043:X,7Z, +

3015253 + (Y — Y1) (3020 Yi? A+ 6012 XZ; A+ 30312X %+ 604X, Y +-

4 60203 Y1Zy + 3a233Z,2) + (2 — Zy) (3372 + 601X, Y; + 3011, X° +
+ 3020, Y1® + 6013:X0Z; + 6a555Y17,) = 0

Operando lo mismo que en €l caso anterior, llegamos a obtener Ja ecua-.
cion de la tangente en la forma:

an (XiXoz + XzX, 4+ 2X0X)) + (Y, Yy + YY, + yY,Y,)
+ asss(ZiZyz + ZyZZy + zZ,Z,) + Gaps(X, Y12 + XyyZy + 2Y, Z,) +
+ 3a5a(Xo Xy + XY, + 2X(Y,) + 30Xy Yy + XY, + 2Y,Y,) +
+ B (XiXyz + XwZy + 2X,Z,) + 3@es(Y Y1z + Yz, + yYiZy) +
+ B XiZyz + Xy2Zy + 2747y) + 3023a(Y 2oz + Y122y +yZ,Z,) =0 (5

~

La ecuacion (4) puede escribirse asi:

AT+ Ao YU + 305227 + 6152Y2 + 322y + 31029y + 3ay,22z +
+ Btlansyyz + 312z + 3aagsyzz = 0 (6)
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Se observa facilmente que se pasa de (6) a () de la misma manera
que se paso de (3) a (2). Es decir, en este caso, sustituyendo ordenada
y sucesivamente dos de las variables por las coordenadas del punto.

Ejemplo.—Tangente a la curva

2 — 2 + axy? — 22 + 8 =0
en el punto (2,3). )
La ecunacién podemos considerarla asi:
dxrr — 2yyy + ryy — xxz 4 8222 = 0

y entonces, sustituyendo por rotacién en cada término z, y, z por 2, 3, 1,
respectivamente, nos da: )

44z + 4z + 4z) — 2%y + 9y + %) + + 6y + 6y + o) —
— 4+ 2w+ 2w) +(84+8+4+8) =0

0 sea
53z — 42y 4+ 20 =0 .

III. Veamos ahora el caso general de una curva de orden n, repre-
sentada por -la ecuacion homogénea

. nl!
i G W =0 e+ Bt+y=n) (7)

.

Ecuacion de la tangente en el punto (X;, Y,, Z,):

nlo
X,y Bz

(& — X)) = alBly! alo‘zBsY
n!B oy B—1
+(y_"Y1)E_‘“‘—-aa5 XY, Zyy+ (8)
alplyl 1% 3Y
nly »
tle—2Z) & ——a_ . XA vPzy—lo o
al Bly! 1%2 35y
o sea.
- &l o—1. B . o~ P—1
p (@ X2 Y,P 2, + B XY,FT Ty 2+

_—
wlBly! 1%B5y

) n! :
+v-X*YP 2y a4y s ——a X,*v,PzY =0
“'B'Y' 1‘12337
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Como esta ultima suma es nula por pertenecer el punto (X;. Y, Z;)
a la curva, queda

n!
=

—a (o Xlu—*l x Yxﬁ Z1Y + 8- X1a Yla_l ) 21Y +
al Byl 1%2BsY -

+ ¥ ><1m YxB Zl‘{—l z) =0

Como en los casos antes tratados, esta expresion puede escribirse
de la siguiente manera: o

n!

= (Xo X, . X2 Y, Yy oo Yo Zy Zy o Ty +

—————aOCB
al Bl yl 1% 3Y

XX o X Y, Yy o YaZo Zy o Ty b +

o+ XX XYYy Y 2 7, . 2+

XXy o X Y Yr e Yo U ZeZy i Dy b e +

o + XX Xy Yy o Y 2 7y 2y F

X X X Y Y Vi 2y T o Ty A +

o X Xy o X Y Yy o Y220 2y . Zy) =0 (9)

que representa la ecuacion de a tangente en el punto (X;, Y,, Z,). En
cada sumando del paréntesis intervienen o veces la X;, B veces las Y,
y v veces las Z,, inclnyendo las variables z, y, z.

La ecuacion de la curva (7), puede ponerse de esta forma:

n! o e Y

W (llazﬁﬁ(m e XYY ... YzZ ... Z) = 0 (10)

Comparando las dos ecuaciones (9) y (10), podemos decir en general,
que puesta la ecuacién de la curva en la forma {10), se obtiene la de la
tangente sustituyendo sucesiva y ordenadamente (n — 1) de las n varia-
bles por las respectivas coordenadas del punto de cortacto.
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LA FUNCION CARACTERISTICA DE CUATRO
ALGORITMOS ESTOCASTICOS

por

Darfo MarRAVALL CASESNOVES

En una obra que estoy escribiendo para la editorial brasilefia Globo
sobre la Teoria y Aplicaciones de los Procesos Estocdsticos, y en una
memoria publicada en la Revista de la Academia de Ciencias sobre
Nuevos modelos de Distribuciones y de Procesos Estocasticos, puede
verse una investigacién mas profunda y detallada, asi como numerosas
aplicaciones de los resultados que obtengo en este articulo.

Proyeccion de vectores aleatorios isétropos
en espacics euclideos de n dimensiones

La funcién de frectiencias de un vector aleatorio isétropo en un
espacio euclideo de n dimensiones y en ecoordenadas cartesianas es
de la forma:

(e ——— e

. Asi es que su funcion caracteristica es:

je'e) o0 - .
/ / (Va4 Fad) eilh @ T = +inan) dg, ... dep =
e o] — 00 .

le’e} T [, )
= | f(r)rn—2dr / e Irhe0s@, 4 +) genn—2¢,...8€N 0 —gdey...doon—y (2)
0 0 o

y haciendo en ella }, = ... = t, = 0, se obtiene la funcion caracteristica
de la distribucién marginal de z,, o sea de la proyecciéon del vector
aleatorio isétropo sobre un eje coordenado. Si llamamos ¢ (t) a esta
funcién, se tiene: .

o) T, ®
o(t) = ¢ |, f(r)yrn—1dr | ¢ % ©1 senn—2 w,de, (3)
- . 0

0
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siendo c:

n—i

T 2 ’ 2
c={... senn—2 o, ... SeN wp—;y dw,...dop—y = ET— (4)
2 el

2

y por ser la segunda integral de (3) una forma conocida de las funcio-
nes J de Bessel, es:

oo n
/ re Jn _l(fr) frydr (5)

n
— 1 -
Por tanto, {2 = ¢(I) es, salvo un factor numérico la transformada

n n
de Hankel de orden — — 1, de la funcion r2 ~' f(r). Y como esta
2 -

-transformacioén es reciproca, también se tiene:

n_, 1 oon
2 A Jn (W) eln)dr (6)
2

-1

(%)'3l ’

en el caso particular del espacio de tres dimensiones, las transforma-
das de Hankel se convierten en transformadas por seno‘de Fourier por ser:

J(lr) = ]//n_% sen (Ir) (7)

Por ser las transformada enedimensional de Fourier de una funcién
de simetria esférica, también de simetria esférica, se tiene la siguiente
relacién entre la [uncion caracteristica de la distribucién conjunta de
Ty, Tyy ..., Tp y de la distribuciéon marginal de z,:

olty) = o(t, 0, ..., 0) 5 ollyts e ln) = o(|L2 + ... + n2) (8)

Se pueden emplear las formulas (b) y (6) para resolver los problemas
relativos a la proyeccion de un vector aleatorio isétropo de un espacio
euclideo de n dimensiones sobre un subespacio euclideo de m dimen-
siones (m < n). En efecto dicha proyeccion es también un vector aleato-
rio is6trope, debido a la ausencia de direcciones privilegiadas, cuya
proyeccion sobre un eje coordenado es la misma que la del vector pri-
mitivo. Por tanto, a partir de fa(r) (funcion de frecuencias correspon-
diente al espacio de n dimensiones) por medio de (5) se calcula o)
(correspondiente a un eje coordenado), v utilizando (6) con sélo susti-
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“

tuir n por m se calcula fm(r) (correspondiente al espacio de m dimen-

siones) a partir de o). Se tiene:

—1 h—m [foom ~50.2
fm(r)=(2n) = /u-” Im (er)dp | A2 Jn_ (#M)fa (Ndr - (9)

m
r2

Adicion de variables aleatorias en ntimero alealorio.

Defino con este nombre el siguiente algoritmo estocdstico: Sean
ny, ..., nm, m numeros aleatorios enteros y positivos, cuya funcijon carac-
teristica y funcién de frecuencias son respectivamente  d(s;, ..., sm),
Yy p(ny, ..., nm). Y sean Bjiy, variables aleatorias, tales que el primer
subindice j varia de 1 a m, el segundo %, variade 1 ar, oy, ..., 0 I'm,
segun que j sea iguala l, ..., 0 m; y el tercero v variade 1 a ny, ..., 0 nm,

_ también segun que j sea igual a 1, ..., o m. Definimos las variables
aleatorias ajk, cuyos subindices coinciden con -los dos primeros de
las B, por las sumas: :

nj
oji = Zlﬂjku ;o k=1,2,..,r 3 j=12,...,m (10) .
o=

son, pues, la suma en numero aleatorio-nj de las Bjky; y estas ultimas
son tales que para j fijo cualquiera que sea v, con tal de que sea el mismo
para todas, la funcién caracteristica de su distribucion conjunta es

Pi(tjay «-v s Liky -ovy Ejn1)) ) (11)

naturalmente independiente de v, v ademds aquellas que difieran en
uno al menos de los subindices j o v, son independientes entre si, y todas
las que tienen el mismo j, se subdividen en grupos con el mismo v, tal
que dos de estos grupos tienen la misma ley de probabilidad.
Entonces la funcién caracteristicas de la distribucion conjunta de

las ajk, y de las nj es:

- m
o0 Zisjnim o
% p(ny, ..., nm) eJ=1 IL[®j (tjay ovy Ejteye. )10 =
n=0;..;nm=0 =1
m .
[ X njlisj + In9Qj (i, ..., Lik, -..)]

= % p(ny, ..., nmlei=t =
n=0;..nm=20 .

in ;i (tjs, -y ik, ...)
= q; ceey 8§ -+ - g oo
i
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La funcién caracteristica de la distribucién marginal de las «jk, se

obtiene haciendo s; = ... = sm = 0, en (12), y ésta es la de la suma
en numero aleatorio de variables aleatorias.
En el caso particular en que las m variables n,, ..., nm, se reducen

a una sola n, la férmula (12) se transforma en la mas sencilla:
in ] (tl, caey tr) in (] (t], ey lr)
dls+——"—| i Y|/ (13)
, i i
la de la izquierda representa la funcidn caracteristica de la distribucién

conjunta y la de la derecha la de la distribucion marginal de las ax, ya
que en este caso es (10):

owk =2 Bk 3 J=1,2..r (14)
U=0

Si ademds las 8 son independientes entre si, entonces es:
@(fy ooy Ir) = @u(ta) ... pr(lr) (15)

y (13) se transforma en:

r

r
b P (2 P ’
= I P (1) = ) (16)
bps+—a—1 5 Y

En el caso atin més particular en que las «x, se reducen a una sola
variable «, entonces es: -

0o Ino(t no(t
« =3By ; np(s +—n—q.)—(—)) ; nb(n?()) (17)
. ou=0 i i

en lo que se convierten (14) y (13).

En este ultimo caso puede ser interesante la inversiéon de este algo-
ritmo estocdaslico, es decir: hallar la distribucion condicional de n para
un « fijo. He obtenido como resultado para la funcién caracteristica de
esta distribucién condicional: :

@ in ¢(t)
gp s + e—il% (i
— o i
@ [In o(f)
¢ - e—it% gt
J —o l

$(s ;o) =
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Multiplicacion de variables aleatorias.

Dadas dos variables aleatorias z,, ,, no independientes, cuya fun-
cién de frecuencias conjunta es fi,(x;, %.), se tiene para la funcién carac-
teristica del producto o(f):

[0}
. ® -
o(?) =/ eitz,x, f, (@, ;) dz, d, =fe'tw1$z f1 (1) fa (225 20) dy dTy =

—® —
o
= | fi(®) @ (lxy; @) dxy (19}
—® .

en la que fy(x;) es la funcion de frecuencias de la distribucién margina
de z,, ¥ fa(z: ; @) ¥ @a( ; 21) las funciones de frecuencias y caracteristica
de la distribucion condicional de x, para un z, fijo.

Sea, por ejemplo, el producto de dos variables aleatorias normales
reducidas, cuyo coeficiente de correlaciéon es r, por aplicacion de la
férmula (19) se encuentra: '

1 ® ® . .
o) = o~ L(@a® + @2® — 272y [2 (1—-r2) |4 ilay, de. da, =
)T —rt) —p) - B
— & —-r (20)
V1 -—Titg(1 — 2 +r]?
a la que corresponde la funcion de frecuencias:
i z
= [ (21)
S p— 1

K, es una funciéon de Bessel.
La férmula (19) se simplifica, cuando ambas variables z, y x,, son
independientes, y entonces se tiene:

® .
() = f f1 (®1) s (iz) d, ()
—® ,

en la que f(z,) es la funcion de frecuencias de x,, y ¢,(f) la funcién ca-
 racteristica de . '

Asi, por ejemplo, en el caso de dos variables normales -reducidas
independicntes (20) v (21) se transforman respectivamente en:

1 T '
——-—Vﬁ_’—ﬁ : -1—:— K, (2) , (23)
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Division de variables alealorias.

En este caso con las mismas notaciones, que en el caso anterior, se
obtiene para la funcion caracteristica del cociente z,/z, de dos variables
aleatorias no independientes:

® ® .
“@(l) =/ / ¢ it |2, fel@)fi(2y 5 To)dzdz, =
—w/) —w .
® i

= / o (—_ ;932) Fulms)dzs . (R4)
— o \

.y en el caso de independencia:

nm t .
o(l) = / Q1 (‘“).fz(ivz)dmz {25)

J — \ T



