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NíOTA SOBRE LA ECUACIÓN DE LA TANGENTE 
XN UN PUNTO ORDINARIO DE UNA CURVA 

F U . y ) = 0 

por 

HORACIO GUTIÉRREZ RIVERO 

La determinación de la ecuación de la tangente a una curva pla­
n a F{x, y) — O, no ofrece ninguna dificultad siguiendo el procedimiento 
ordinario, y en general es un problema sencillo. No obstante, el método 
que se expone en esta nota, creemos que puede resultar ventajoso por 
su brevedad en algunos casos; por ejemplo, cuando la ecuación de 
la curva tiene pocos términos. 

Para fijar las ideas, comenzaremos por t ra tar las curvas de segundo 
y tercer orden, generalizando después para una curva de orden n. 

Emplearemos coordenadas homogéneas por lograrse asi la simetría 
de las fórmulas. Por esta razón, en la aplicación práctica, debe de intro­
ducirse la z. Como z y Zj_ (coordenada del punto), van a ser iguales a 1, 
no complican los cálculos, facilitando el desarrollo. 

I. Sea la curva representada por la ecuación general de segundo 
:grado homogénea 

a^^x^ + a^^y^ -f- 033̂ 2 + 2ai^xij + 2a^çiXz + 2a23^z = 0 (1) 

La ecuación de la tangente en un punto (Xj, Yi, Zi) de la curva será: 

ix — XO (2axiXi + 2a^,Y^ + 2a,,Z,) + iu — Y,) (2a,^í^ + 2a^,X, + 
+ 2a23Zi) + {z — Zi) {2a,,Z, + 2ai3X^ + 2a,,Yt) = O 

Haciendo operaciones resulta: 

2anXxaJ + 2a22Y,ij + 2a^,Z^z + 2au(Y^x + X^i/) + 2ai3(Z,a; + X^z) + 
+ 2a28(Zií/ + Yiz) — 2 ( a n X \ + a,^í^^ + a,A^ + 2a^,X^Y, + 2auX,Z^ + 

+ 2a23YxZ0 = 0 

Teniendo en cuenta que este último paréntesis es nulo, queda: 

^anX^x + 2a^^í^ij + 2a33ZiZ + 2a^^iY^x + X^ij) + 2a\^{Z^x + X^z) + 
+ 2a,s{Z,y + Y,z) = O 
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Esta ecuación podemos ponerla en la forma: 

aiiiX^x + xX^) + a,¿Y^y + yY,) + a,,(Z^z + zZ,) + 2a,,{X,y + xY^) -h 
+ 2a^,{X^z + xZ,) + 2a,,(Y,z + yZ^) =- O (2> 

que es la ecuación de la tangente a la curva en el punto (Xi, Yi, Zj). 
Ahora bien; la ecuación (1^ se puede poner de esta manera: 

a^xx + ci22yy + üs^zz-i- 2ar¿xy -f- 2aiQXz + 2a2syz = O (3) 

Comparando (2) y (3), se ve que aquélla se obtiene de ésta sustitu­
yendo ordenada y sucesivamente una de las dos variables por la corres-^ 
pondiente coordenada del punto de contacto. 

Ejemplo.—Ecuación de la tangente a la hipérbola 

x^ — 2xy 4- by — 7 = O 
en el punto (1,2). -

Pondremos - " . 

[X^x + xX,) — 2[X^y + xY^) + 5(YiZ + yZ^) — l[Z,z + zZ^) ==0 

Haciendo X^ = 1, Y^ = 2, Ẑ  =̂  z = 1, resulta 

— .2ír + 3y -— 4 = 0 

que es la ecuación pedida. 
Desde luego, en las curvas de 2.» orden, la aplicación de este método^ 

podría hacerse más sencilla, pero no insistiremos en ello por conservar 
el carácter general. 

II . Sea la curva representada por la ecuación general de tercer gradO: 

^ixxX^ + «222?/̂  + «333̂ ^ + ^a^^^xyz + M^i^x^y + ^a^^^xy^ + Za^-^2.xH + 
•^ciz2^y^z + Saisŝ cr̂  + Saass?/'̂ ^ ="- O (4) 

La ecuación de la tangente en el punto (X^, Yi, Z )̂ es: 

{X — Xi) (3aniX2 + 6a,,,Y,Z, + Qan^X.Y, + 3a,,^í,' + 6au,X,Z, + 
. + 3ai33Zi') -i- (y — YO (Sa,,,Y,' + QCÍ,,,X,Z, + 3a,,,X,' + ea^^^X^Y^ + 

+ 6a223YiZi + 3a233Zx') + {z — Z,) {3a,,,Z,^ + &a,,,X^Y^ + SansXi' + 
+ 3a,,3Y,2 + 6ai33XxZ, + 60̂ 33 Y^ZO = O 

Operando lo mismo que en él caso anterior, llegamos a obtener -la ecua­
ción de la tangente en la forma: 

«111 {X,X,x + X,xX, + xX^X,) + aUYlY^y + Y,yY, + yY^YO + 
+ a333(ZiZiZ + Z,zZ, + zZ,Z,) + 6aUX^Y,z + X,yZ, -i- xY, Z,) + 
+ 3an2(X,X,y + X^a^Y, + ^'X^YO + Sa^X^Y^y + X^Y, + â Y^Y )̂ + 
+ 3au3(XiX,^ + Xia;Z, + xX,Z,) + 3a,,3(Y,YiZ + Y,yZ, + yY,Z,) + 
+ Sa^X^Z^z + X,zZ,+ xZ{Z^) + 3a^^4.Y{Z^z + Y^zZ^ -V yZ{Z^) = O (5> 

La ecuación (4) puede escribirse así: 

cinixxx + a^22yyy + a^z^zz 4- ^Hh^sxyz + 3a^y,xxy + Za^^^ryy + 3aii3.2?^z + 
4- 3a223¿/í/z + 3ai33írzz + 3a.^^zz = O (6) 
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Se observa fácilmente que se pasa de (6) a (5) de la misma manera 
que se pasó de (3) a (2). Es decir, en este caso, sustituyendo ordenada 
y sucesivamente dos de las variables por las coordenadas del punto. 

Ejemplo.—Tangente a la curva 

4x^ — 2y3 -i- xij^ —íc^ _|_ 8 ^ o 

en el punto (2,3). 

La ecuación podemos considerarla así: 

4xxx — ^yyy 4- xyy — xxz + 8zzz ==0 

y entonces, sustituyendo por rotación en cada término x, Í/, Z por 2, 3, 1̂  
respectivamente, nos da: 

4(4aí + 4x + 4x) — 2{9y + 9y + 9y) + (6z/ + 6Í/ + 9x) — 
— (4-f 2x'4- 2cc) + (8 + 8 + 8) = O 

o sea 

53a' — 42í/ + 20 = O 

III. Veamos ahora el caso general de una curva de oi'den n, repre­
sentada por la ecuación homogénea 

S ""' a 3 x^y!^^"^ = 0 (a + p + Y = n) (7) 
a! ply! î 's PsT 

Ecuación de la tangente en el punto (X^, Y^, Zi): 

+ iU- Y.) S - ^ «^„^p^^X.«Y.P- lz . ,+ (8) 

ni Y 
+ {z-~ Z,) E a ^ . Xi^Y. '^Zj—^ = O 

ai^iy! 

O sea 

1^2^31 
o^v P7 T ~ l -

aipiyí i°'2PüT 

+ y . X,^' Y,P Z j — 1 z) __ (a + p + y) E — — a . X . ^ Y ^ ^ Z j = D 
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Gomo esta última suma es nula por pertenecer el punto (X,. Yi, Zi) 
a la curva, queda 

S—ií—-a . fa . Xr^K Y,P ZJ + p • X,°̂  Y,?"! y ZJ + 
, , on vi i°^2p3ï^ a! p'I y! 

+ T • X,^ Y,f̂  Z J " l z)=0 

Gomo en los casos antes tratados, esta expresión puede escribirse 
4e la siguiente manera: 

n\ 
S a n ( X i X i ... Xio; Y^ Y^ ... Y^ Zi Z^ ... Z^ + 

+ X, X, ... ícXi Yi Yi ... Y, Z, Z, ... Zi + + 

a 

+ ... + íc Xi Xi ... Xi Y, Y, ... Y, Z, Z, ... Z, + 

+ X , X i . . . X , Y , Y , ... Y , i / Z , Z , ... Z, + + 

P 

+ ... + X, X , ... X, ij Y, Y, ... Y, Z, Z, ... Z, + 

+ X, X, ... X , Y , Y , - . . . Y i Z . Z , ... Z ,z + + 

+ ... + Xi Xi ... X, Yi Yi ... Yi z Zi Zi ... ZO = O (9) 

que representa la ecuación de a tangente en el punto (Xj, Y^, Zi). En 
cada sumando del paréntesis intervienen a veces la X^, B veces las Yj 
y V veces las Zi, incluyendo las variables x, Í/, Z. 

La ecuación de la curva (7), puede ponerse de esta forma: 

ni a p Y 
(10) 

Gomparando las dos ecuaciones (9) y (10), podemos dec^'r en general, 
que puesta la ecuación de la curva en la forma (10), se obtiene la de la 
tangente sustituyendo sucesiva y ordenadamente {n — 1) de las n varia­
bles por las respectivas coordenadas del punto de contacto. 
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LA FUNCIÓN C A R A C T E R Í S T I C A DE CUATRO 
ALGORITMOS ESTOCASTICOS 

por 

DARÍO MARAVALL CASESNOVES 

En una obra que estoy escribiendo para la editorial brasileña Globo 
sobre la Teoría y Aplicaciones de los Procesos Estocásticos, y en una 
memoria publicada en la Revista de la Academia de Ciencias sobre 
Nuevos modelos de Distribuciones y de Procesos Estocásticos, puede 
verse una investigación más profunda y detallada, asi como numerosas 
aplicaciones de los resultados que obtengo en este artículo. 

Proyección de vectores aleatorios isótropos 
en espacios eaclideos de n dimensiones 

La función de frecuencias de un vector aleatorio isótropo en un 
espacio euclideo de n dimensiones y en coordenadas cartesianas es 
de la forma: 

/(l/í¡"2 + X,^ 4- ... + Xn^) (1) 

Así es que su función característica es: 

'oo /"oo 

-OO 
/ ( ] /V + ...4-íc2) e'{tiXi+ --\-lnXn)dx^ ...dxn== 

/

TZ ÍITZ , 

... I £>^'(^i^^'^i+-Uenn-2(^i...sencon-acZcoi...do)n-i (2) 
o J o 

^oo fiz f2v: 
f(r)rn 

y haciendo en ella t^ = ... ~ tn = O, se obtiene la función característica 
de la distribución marginal de x^, o sea de la proyección del vector 
aleatorio isótropo sobre un eje coordenado. Si llamamos 9 (t) a esta 
función, se tiene: 

9{t) = c lT{r)rn-^dr I ê '̂ ^̂ ^̂ î sen"-^ co,dcù^ (3) foo f: 
= c if{r)rn-ídr I < 

. 0 J 
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siendo c: 

c == I ... / sen"-3 o>2 ... sen (ùn-2 d(u.,,..d(ún-i = —, __ j , ^ (4) 

y por ser la segunda integral de (3) una forma conocida de las funcio­
nes J de Bessel, es: 

i 2 (p(í) = (2Tr)'2 / r ^ J n _JJr) f{r)dr (5) 

Por tanto, I ^ 9(/) es, salvo un factor numérico la transformada 

n ü __ 
de Hankel de orden — — 1, de la función r ^ ^ f{r). Y como" esta 

2 
transformación es recíproca, también se tiene: 

-—1 1 fOOjl 
r'2 /(r) = ; \^ Jn {•Kr)(piX)dX (6) 

(27r)2 ^ ' 

en el caso particular del espacio de tres dimensiones, las transforma­
das de Hankel se convierten en transformadas por seno de Fourier por ser: 

/"^ J , {ir) = 1 / 4 - sen (ir) (7) 

Por ser las transformada enedimensional de Fourier de una función 
de simetría esférica, también de simetría esférica, se tiene la siguiente 
relación entre la función característica de la distribución conjunta de 
x^, a?2, ..., Xn y de la distribución marginal de Xii 

Wi) = 9(^1, O, . . , 0) ; 9(/i, í„ ... tn) = o{yt^ + ... - f i ;^) (8) 

Se pueden emplear las fórmulas (5) y (6) para resolver los problemas 
relativos a la proyección de un vector aleatorio isótropo de un espacio 
euclideo de n dimensiones sobre un subespacio euclideo de m dimen­
siones (m < n). En efecto dicha proyección es también un vector aleato­
rio isótropo, debido a la ausencia de direcciones privilegiadas, cuya 
proyección sobre un eje coordenado es la misma que la del vector pri­
mitivo. Por tanto, a partir de /n('i (función de frecuencias correspon­
diente al espacio de n dimensiones) por medio de (5) se calcula (p(í) 
(correspondiente a un eje coordenado), y utilizando (6) con sólo susti-
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luir n por m se calcula /m(r) (correspondiente al espacio de m dimen­
siones) a partir de cp(¿). Se tiene: 

^oojn_ Too Ti 
r2" /^(r) = (2Tr) ^ | ^ 2 j^(|xr)rf{x | X^ J^_^(piX)/n {X)(-/X • (9) 

Adición de variables aleatorias en número aleatorio. 

Defino con este nombre el siguiente algoritmo estocástico: Sean 
rii, ..., nm, m números aleatorios enteros y positivos, cuya función carac­
terística y función de frecuencias son respectivamente 4'(^IJ ••V ^m), 
y p{ni, ..., nm)' Y sean p/A-y, variables aleatorias, tales que el primer 
subíndice / varía de 1 a m, el segundo /c, varía de 1 a r^, o r^, ..., o rm, 
según que / sea igual a l , . . . , o m ; y e l tercero y varía de 1 a ni, ..., o nm, 
también según que / sea igual a 1, ..., o m. Definimos las variables 
aleatorias a//í, cuyos subíndices coinciden con los dos primeros de 
las [3, por las sumas: 

nj 
ajk^^^jkv ; /c = 1, 2, ..., r/ ; / = : ] , 2 , ..., m (10) 

son, pues, la suma en número aleatorio /i; de las ^jkü\ y estas últimas 
son tales que para / fijo cualquiera que sea v, con tal de que sea el mismo 
para todas, la función característica de su distribución conjunta es 

<^l[tn, ... ,tjk, ...,f//7/) (11) 

naturalmente independiente de v, y además aquellas que difieran en 
uno al menos de los subíndices / o v, son independientes entre sí, y todas 
las que tienen el mismo /, se subdividen en grupos con el mismo v, tal 
que dos de estos grupos tienen la misma ley de probabilidad. 

Entonces la función características de la distribución conjunta de 
las oLjk, y de las nj es: 

00 Yi i sj nj m 
S p(na, ..., nm) ei^^ n[9y(/yi, ..., fj/f,.--)]"^* ^ 

nt = 0 ; . . . ; nm = O / = ^ 

00 S n¡ {isj H- In 9/ (f/i, ..., tjk, ...)] 
= S p(ni, ... , nm)eJ=^ 

ni = 0; . . .nm = 0 

+ ..., sj + -^ ^-^^-j^ , ... I (12) 
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La función característica de la distribución marginal de las a/fc, se-
obtiene haciendo Si = ... = )Sm — 0, en (12), y ésta es la de la suma 
en número aleatorio de variables aleatorias. 

En el caso particuJar en que las m variables rii, ..., rim, se reducen 
a una sola n, îa fórmula (12) se transforma en la más sencilla: 

f in 9(/i , ..., tr) 1 r In 9 (¿3, ..., h) 
s+— ; + (13) 

T flnc^jt,, ...,tr)l 

la de la izquierda representa la función característica de la distribución 
conjunta y la de la derecha la de la distribución marginal de las oLk, ya 
que en este caso es (10): 

a/c - S#/f. ; k = 1,2, . . . , r (14) 
v—o 

Si además las S son independientes entre si, entonces es: 

9(^, . . . i r ) =- 9i{ii) ... 9r(ir) (15) 

y (13) se transforma en: 

[ S/n ^^kitk) j j ^ ^ " '^f< Í0 I 
s+'=^, J ; ^L'=^ J (16) 

En el caso aún más particular en que las a/f, se reducen a una sola 
variable a, entonces es: 

a = S J . ; 4 , l s + _ _ | ; 4 , l _ _ j (17) 

en lo que se convierten (14) y (13). 
En este último caso puede ser interesante la inversión de este algo­

ritmo estocástico, es decir: hallar la distribución condicional de n para 
un a fijo. He obtenido como resultado para la función característica de 
esta distribución condicional: 

reo / ,,, ^(;u 
I ^ \s + U-ii^ dt 

^ " - " ' - ^ ^ . . , ; — r^ íln cp 
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Multiplicación de variables aleatorias. 

Dadas dos variables aleatorias a?i, íCg, no independientes, cuya fun­
ción de frecuencias conjunta es fv^i^xj ¿Ca), se tiene para la función carac­
terística del producto <p(/): 

r^ roo . 
c(¿) = I eü^-jX^ /i2 (íCi, ¿Ca) dxx dXz = I eitx^^z A {Xi) A (so^; ^i) dx^ dx^^ = 

J —00 y —00 

• / 

00 

00 

U[x^) 92 (^Í3?I;ÍCI) dXx (19) 

— 00 

en la que /I(ÍI?I) es la función de frecuencias de la distribución margina 
de íCi, y /2(a?2 ; ^i) y ^2,[i ; X\) las funciones de frecuencias y característica 
de la distribución condicional de x^ para un x^ fijo. 

Sea, por ejemplo, el producto de dos variables aleatorias normales 
reducidas, cuyo coeficiente de correlación es r, por aplicación de la 
fórmula (19) se encuentra: 

<p(f) = 

l'l — [m - r-) + ;•] 

a la que corresponde la función de frecuencias: 

i 

1 
" •,,. 1 

2TU|/1—rV 

roo /-oo 

—.GO J —CO 

n—r^ 
= - . ^ (20) 

, r z / ( l - . ^ ) j , / _ _ l _ (,^^ 
7T1/1—r^ \ l 

Ko es una función de Bessel. 
La fórmula (19) se simplifica, cuando ambas variables x^ y íCg, son 

independientes, y entonces se tiene: 

/

oo 
fi{xi)(^AtXi)dXx (22> 

— 00 

en la que fi{Xi) es la función de frecuencias de x^, y Caí̂ ) la función ca­
racterística de a?2. 

Así, por ejemplo, en el caso de dos variables normales-reducida» 
independientes (20) y (21) se transforman respectivamente en: 

1 1 
K,{z) (23> 

Vi + f̂  7r 
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División de variables aleatorias. 

En este caso con las mismas notaciones, que en el caso anterior, se 
obtiene para la función característica del cociente xjxz de dos variables 
-aleatorias no independientes: 

/

Qo reo ^ 
/ ^ itei/^2 f¿x^)f¿x^ ; x,)dx,dx, = 

— üoJ —00 

= / 9i I— ; %) h[x-2)dXo^ ^ (^4) 

y en el caso de independencia: 

# ) = / 9L\'~\U{x2)dx, (25) 
- 0 0 


