NOTAS DE DIVULGACION
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I
SOBRE RAICES n-simas de LA UNIDAD

Es sabido (Vid. A. Alg., J. Rey Pastor, parr. 399) que los productos,
cocientes y potencias de exponente natural de las raices n-simas de 1,
son también raices n-simas de 1. Ahora bien, si consideramos el resul-
tado de una de las referidas operaciones, puede plantearse la cuestion
de determinarlo ordinalmente, es decir, responder a la pregunta: ;Cudl,
de entre las n raices n-simas de 1 es el resultado de la operacion? La
presente nota elemental intenta, sin pretension alguna de originalidad
en los resultados, dar solucién a dicho problema.

Para ello se impone, en primer lugar, la ordenacion de los datos.
Un criterio sencillo de ordenacion de las n-raices n-simas de 1:

2k Rk
+isen—— (k=0,1,2,...,n—1)
n n

es, como se acostumbra, designarlas por una letra, comun para todas
ellas, afectada de un subindice que coincida con el correspondiente
valor de k, en esta forma, y siendo n el indice que se considera,

km Rk
e = cos —— -+ isen
k n . n

k=0,1,2 ..(n—1)]

Sentada esta premisa, examinemos sucesivamente los productos,

potencias y cocientes de los numeros s(:).

Productos.—Sean e(z) y s(g),_con p y ¢ nulos o naturales menores o

iguales que (n — 1). Tenemos:
) »Qpr: 2pm 2qm 2qm
s(';,) . a(g) = [cos —— i sen ] [cos ——— + isen ~—] =
n n n n
Rp+ar  2Ap+ 4w (n)
= fCOS — -+ 1 sen — = g5
i n n



Teniendo en cuenta que ) = &l?); ¢ (M = &) s(;'n)= ), .., sera

preciso hallar el resto de la division entera de (p -+ ¢) entre.n, a fin de es-
tablecer el subindice que corresponde al producto; pero si advertimos que
ha de ser p + q<(2n — 2, basta restar n, si p 4+ ¢ > n, y dejarlo sin

_alteracion si es p + ¢ < (n — 1). Llamando, no obstante, ¢ al men-
cionado resto, tenemos la siguiente regla de multiplicacion:

(n) | o(n) — .(n)
Sp -Eq —-—Ep

EJEMPLOS:
127 12x '
el el = &) = cos + i sen
7
s(%,) cel) = s(f‘) (ya que, para todo n natural, es z-:(’;) = 1)
) 12 127
elol v cle) — ¢la) — cos —— + i sen ——
(
Potencias.—Sea [s(g)]m, siendo p <C (n — 1) natural o nulo, y m na-

tural cualquiera. Tendremos:

m 2pm 2pryn ipmw pmm
Ml — leos —— 4+ isen ——| = cos — + 1 sen — = eln
p p-m
n n n n

También aqui hemos de hallar el resto p de la divisién entera de p - m
entre n, para establecer el subindice que correspondé a la potencia,
y asi obtenemos la regla de potenciacion

(n) | _b fn’
[ep] =%

EsempLo.—Probar que el determinante de Vandermonde

v(a(:}’, M o e (n)

2 0 &p

es un determinante simétrico.
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El referido determinante es:

n—1 —17 n—1 —1 —1 —1
T el i R

Basta aplicar la regla obtenida, y poniendo en la primera columna

todos sus elementos iguales a la unidad, por ser s('g) = 1, obtenemos

(prescindiendo del indice n para mayor sencillez de notacion):

1 1 1 1 1 . 1

1 A € €3 € .. Epn—

1 € g €g € €n—s
A= 1 ) €g €y €12 €n—s

1 €n—1 En—2 €n—s3 €1

(n)
€
Cocientes.—Sea el cociente (p , con py ¢ en los supuestos de cos-
€
tumbre. Se tendra:
2rp 2rp
&n) cos -+ i sen —
p n n 2p—q)m 2p —q)w
= = C0S —— 4 isen —— =e(p)_q
eln) 2qr 2qr n n
q cos —— -+ [ sen ——
n n

Pero en este caso hemos de distinguir dos supuestos:
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a) Queseap > q. En tal hipotesis (p — ¢) es un nimero natural que
es el subindice correspondiente al cociente. Si hacemos p — q¢ = s, sera

gln)
P _ e(;z)
E(Z”
b) Que sea p < ¢g. Entonees, sea p — ¢ == -— s. No hemos definido

indices negativos, pero sabemos que el resultado es, en todo caso, una
raiz enésima de la unidad. Veamos cual de ellas es; es decir, qué indice
le corresponde segun el eriterio de ordenacion adoptado. El valor del
cociente es

&) — 2%n — 2m 2w 2
—— = ¢c0s —— -+ I sen = c0s — [ sen ———,
e(Z) n n n n

Pero como se sabe que si en la expresion

e 2km
+ I sen ——
n n

£n) _
= cos

se da a k dos valores complementarios a 1, se obtienen dos raices con-
jugadas, es decir, que si se cambia ¥ en (n — k) se obtiene (Vid. Trigono-
méirie, J. A. Serret, pag. 210):

2k Rkw
€08 —— ~— [ sen ———
n n

concluimos que en el case que nos ocupa la raiz obtenida debe ser la
de indice (n — s). En efecto:

2(n—s)m 2An —s)x 2ms 2sm
e = cos ————— + isen — — = €08 —— — [ sen ——,
n n n n

Obtenemos por todo ello la regla de division para el caso p < q,
siendo p — g = — 8.
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EJEMPLOS:
5(3.) 4m 4
= a(;) =.€0S — + i sen —
el 7
4
el 10 107

= &l = cos —— + i sen
s(’;) 9

El segundo supuesto de la division, tal como se ha resuelto, permite
dar solucién al caso de potenciacion con exponente entero negativo.
En efecto, '

] 1 1 s('ol) : )
L - —— = = gt = ¢(n
[ © pJ [ (n) J’" eln) eln F—p = Sn—p
€
p p P
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II

GENERALIZACION DE UN PROBLEMA DE RECURRENCIA

Recientemente ha sido propuesto en una de las Escuelas de Inge-
nieria, y en sus exdmenes de ingreso, el siguiente problema:

»La funcién ¢(n) toma los valores 1, 0, 0,0,1,0,0,0,1,0 ..., cuando
n=20,1,234,...Expresar ¢(n) en funcién de n mediante una férmula
en la que no figuren funciones trigonométricas.»

El proposito de la presente nota es generalizar este problema en el
sentido que mas adelante indicaremos, demostrando que tiene soluci6n
y hallandola. Procedamos previamente a resolver el problema plan-
teado. Una forma de resolucion es la siguiente:

Observando la periodicidad de los valores de ¢, deducimos que se
verifica para todo n, nulo o natural, que

o(n + 4) = o(n), o bien ¢(n + 4) — o(n) = 0 17 ’
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que es una ecuacion de recurrencia o en diferencias finitas, lineal y
. homogénea, cuya ecuacion caracteristica es

r—1=20 [R]

ecuacion binomia, cuyas raices son 1, i, (— 1) y (— ). La solucion genera
de [1] sera, por ello,

o(n) = ¢ + ¢ in + ¢ - (— D 4 ¢— i)n (3]

en donde ¢, , ¢; , €3 , ¢; son constantes arbitrarias. Mas como para
n =0, 1,2, 3, la funcion ¢(n) toma los valores 1, 0, 0, 0, respectivamente,
si en [3] damos a n los valores 0, 1, 2, 3, obtenemos el siguiente sistema:

Cl‘*‘.cz’i’cs‘*‘.%:l j

¢ + icg—cg—ic, =0

Gi— € +C— ¢ =0 [4]
¢, — i, — €5 + icg = 0

que nos permite hallar los valores buscados de las constantes. Estas
resultan ser

1

€ = € = €3 = ¢4 = —

4

Por ello, la funcion buscada, sustituyendo estos valores en [3],
adoptara la forma:

L Lin o (— D (— )
- :

o(n) (51

Facilmente se comprueba que esta funcién satisface las condiciones
del enunciado.
Parece natural la generalizacién del problema que nos ocupa, tra-
tando de hallar una funcion ¢(n), que tome los valores
h h
a,b,e,d, ., m i a,boe,d, T,m ;o a,bye, ...
h
siendo (a, b, ¢, d, ... m) numeros cualesquiera, paran = 0,1, 2, 3, 4, ...
Sigamos el mismo procedimiento de resolucion. En este caso sera

@(n + h) = o(n) (5]
y la ecuacion caracteristica de esta ecuacién lineal homogénea es
rh =1 (6]
cuyas raices son las h raices h-ésimas de la unidad positiva:

Rk Rk
ek = €c0S —— + isen —— [k =0,1,2, ... (h—1)] [7]
h h
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La solucién general sera, por ello,

oln) = core 46 e e 4o+ Choe, (8]
[ 1 2 }?-—1

y, dadas las condiciones iniciales, ha de verificarse el sistema siguiente:

\

¢ + ¢ -k ¢ + €3 + ... + Ch—y =a |
€ Cp + €1 € + € C + € C + ... 4+ €h—1Ch— = b
€3%C + €%, + &% + g% + ... 4+ eh—th—y = ¢
€°%Co + &% + =% + e + ... + Sh—yoh—y = d [9]
h—1 h—1 h—1 h—1 - h—1
S C + €6 + €C + ¢ + ... + ep—th— =M /

Este sistema tiene solucion unica, puesto que el determinante de
os coeficientes

(10]

es un determinante de Vandermonde, distinto de cero, por ser distintos
entre si los h nimeros ¢, ¢, ... en—;. Para hallar dicha solucién tnica y
calcular asi el valor de las i constantes ¢j [j = 0, 1, ..., (b — 1)] puede
ser utilizada la regla de Cramer, pero es mas conveniente (1) emplear el
siguiente procedimiento: Se divide cada una de las ecuaciones [9] por
el coeficiente que en ella tiene la constante cuyo valor se desea hallar,
y se suman después todas las ecuaciones. Al operar asi se anulan los
coeficiente de todas las incognitas (2) menos el de la que buscamos,
que resulta ser h. Se obliene asi, suponiendo que sea ¢j la constante que
se calcula:

b c d m
hoci=a+—+4—+—+ ..+
. 2 3 h—1
gj ej ej z-:j
y por tanto,
1 b c d m
c’=7[a+”’+7+_§+“‘+ h_l] [11]

€j ej ej €, .

(1) Véase J. REY PasToR, Algebra, «Resolucion de las ecuaciones ciclicas», pag. 249.
ed. 1947, o J. BARINAGA, Seis conferencias, Madrid, 1938, «El concepto de la resolubilidad
de las ecuaciones», pag. 19.

(2) Una forma de demostrar esto es la siguiente: Al despejar cj; hemos de dividir

la primera de lasec uaciones [9] porE°j= 1, la segunda por €j, ... la h-ésima porEjh‘l,
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expresion que, juntamente con la [8], resuelve el problema planteado
en general. Puede comprobarse que [11] da los valores hallados anterior-
mente en el caso particularh =4,a =1,b =0.¢ = 0,d = 0. Sij, que

puede tomar los valores 0, 1, 2, ... (h — 1), vale cero, entonces, por,
ser g, = 1, el valor de ¢, es
1 .
60=7—(a+b+c+d+...+m) [12]

0 sea que es la media aritmética de los h primeros valores de la fun-
¢ién o(n).

Sea cp (p, nulo o natural menor o igual que h — 1) otra constante cualquiera entre la h,

2
Como sus coeficientes son eP° = 1, €p, Epr oo eph—2, hemos de probar que
2
el 3 € h—1
P D € .
vt 4+ B=0
g &j g &j .

a sea teniendo en cuenta las reglas del calculo entre raices de la unidad (véase nota anterior)
1+ ep—i) + p—i)y + - + eph = 0

Llamemos p — j = s [Si'p < J, sera negativo s, y corresponderfa un subindice (h — 8)]
La tesis sera

1

I+ e+ +...+s:‘ -0 [«

k
Y para probarla basta expresar cada 88 (k = 0,1, 2,..h—1)en forma trigonométrica

k 2ksT0 RksTC
g = i
N cos — -+ i sen 7

y emplear las férmulas de adicién de argumentos en progresién aritmética, con las que
se pone en evidencia que

h

—1 =h—1
>z cosgﬁ’f_:()y 3 Sen?ksﬂ:

= 0, lo cual prueba [Of-], g. e. d. o.
k=0 h k=0 h




