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NOTAS DE DIVULGACION

-TRAYECTORIAS DE UN PUNTO MATERIAL
EN EL PLANO

por

" Mateo F. CHICARRO

Gaston Darboux, en sus magnificas Lecons sur la theorie générale des

. Surfaces (*), al tratar sobre las analogias entre la dinamica y la teoria

~de las lineas geodésicas, establece un método para la determinacion de

las trayectorias de un punto material libre sometido a fuerzas que deri-
van de una funcién de fuerzas, que vamos a exponer a continuacion,
acompafiado de algunos ejemplos, por considerarlo practico, para el
estudiante medio, que con conocimiento de ecuaciones diferenciales
no ha profundizado todavia en el estudio de los-principios variacionales
de la Mecénica. :

’ Consideremos, pues, el movimiento en un plano de un punto mate-
rial de masa m = 1 ( para mayor comodidad), sometido a fuerzas que
derivan de la funcién de fuerzas U(z,y). ‘

La ecuacion fundamental de la Mecdnica nos dara:

.. 18}
- = — dx -
my = EF (1)
.. U
T o= —
\ 3y

y por tratarse de un sistema conservativo, la integral de fuerzas vivas
sera:

2 4y = 2U + h) (2)

Es bien sabido que bajo condiciones bastante amplias de regula-
ridad para los segundos miembros, el sistema diferencial (1), tendra
una solucion unica, dando las condiciones iniciales: { = t, , (2, , Yo) ,

(zy , Yo). El principio de la determinaciéon del movimiento por las con.
diciones iniciales, es satisfecho en general, excepto para singularidades
muy banales de los segundos miembros.

(*) Segunda parte, pag. 438 y sigs. Paris, 1889.
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Eliminando el tiempo entre las ecuaciones (1) y (2) llegaremos facil-
mente a la ecuacion diferencial de las trayectorias. En efecto, se obtiene:

d*y doe — d*xr dy 3 38U \
—_— = do — —dy
diz 3y dr

Cdrdry — dy d*r =
(de)® + {(ay)®

AU 4 By T
3U U | (dz)® + (dy)?
== | —— dT — - dyJ - -
3y dx - 2(U + h)

La ecuacion diferencial asi deducida, no cambiard al transcurrir el
tiempo y correspondera a un valor determinado de la constante de las
fuerzas vivas /1, quedando determinada cada trayectoria al dar un punto
-y el valor de la tangente en él.

Ahora bien, la resolucion de esta ecuacién diferencial es, en general,
mas o menos complicada, y el método que vamos a desarrollar consiste
en obtener una ccuacién entre derivadas parciales de primer orden,
cuya integracion nos facilitara la resolucion del problema e incluso, en
determinados casos, podrd proporcionarnos automaticamente la ecua-
cion de la trayectoria y la ley del movimiento. )

De la ecuacién (2) se deduce que la velocidad del punto y, por con-

siguiente, las componentes de la misma (z, y) no dependen explicita-
mente del tiempo, toda vez que la funcion de fuerzas U(z, y) es también
independiente del tiempo; podremos entonces considerar a las compo-
nentes de la velocidad, como funciones de x e y, es decir, que

T = x(x, y) o dw dr . dr .
= =+ —y
di 3 3y
y por tanto . . .
. dy 3y . 3y .
. . y=—=—2= + —y
y =y, y) l dr 3y

Con lo que las ecuaciones (1) podrdan ponerse bajo la forma:

(.

sz . dx . U

dx dy dx
. . (3)
dy . 3y . 3U
—Z 4 — Yy =—
Sz 3y 3y

Derivemos ahora parcialmente la integral de las fuerzas vivas (2)
primero respecto a x v luego respecto a y: :
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L .3 8U

L— +y—=—

dz 3z 3r

. . . (4
. . oy SUS
r— 4l — = —

3y 3y 3y

De los sistemas (3) y (4) llegamos a:

. ,l'sé 3y
— s e | == ()
sy Sz
Sy sr
tfl———| =0
3 dy

Yy puesto que x e y, no tienen por qué ser idénticamente nulos, forzosa-
R 3y dx ' C o .
mente debe ser — = — -, lo que nos indica que existird una cierta
dz 3y ‘

funcién z = F(z , y) tal que

13
. LT == —— == p
3z
(2)
. 3K
§=—=9q
3y

Sustituyamos ahora estos resultados en la integral de las fuerzas
vivas, con lo que obtendremos la ecuacién entre derivadas parciales a
la que aludimos al principio y que va a gozar de un papel fundamental,

siendo su expresion:

SF \? 3l \2

kﬁ4w_ﬁ=mu+m (6)
3z 3y

o lo que es lo mismo
p* + q* —2(U + h) = Y(p, g, 2, y) =0 (7)

Esta ecuacion entre derivadas parciales de primer orden, es a simple
vista no muy complicada, con la particularidad de no aparecer expli-
citamente z. ,

La integracion de la ecuacion (7) puede efectuarse por el método de
Lagrange, cuya marcha a seguir es la siguiente (*):

(*) MarfiN Tovos: Ecuaciones diferenciales, pags. 409 y sigs. Madrid, 1942.



1.0 Se obtiene una «integral completa» de la ecuacion (7) deduciendo
primeramente una integral del sistema de las. bandas caracteristicas

dx dy dz dp — dyg
poq T prig U 8U
I 3y

Sea ¢, = a esta integral con una constante arbitraria, pero de modo

. o Dl )
que no sea nulo el determinante funcional —————— . Se resuelve res-
D(p,9)

pecto a p y ¢ el sistema formado por las ecuaciones ¢ = 0, ¢, = a, ¥
las expresiones obtenidas se llevan a la ecuaciéon

dz = pdx + qdy

La ecuacion entre diferenciales totales que se obtiene es, con segu-
ridad, completamente integrable, su integracion introduce una segunda
constante arbitraria v la funeion z = F(x, y) que se obtiene, es la «inte-
gral completa» de la ecuacién (7) que indudablemente podemos poner
bajo la forma:

Z=F(ﬂc,y)=/(pdw+qdy).+b=f(fc,y,a)+b )

§
I'n donde a y b son dos constantes de integracion.

Veamos ahora qué relacién puede existir entre las trayectorias del
punto material en el plano y la funcién z = F(z , y), que ha de ser la
solucion de la ecuacion entre derivadas parciales (6). .

“Determinemos para ello la proyeccion sobre el plano X o Y, de las
trayc_chorias ortogonales a la superficie z — f(x, y, a) = b, y tendremos:

dx dy dz
s 8 1
Sz 3y

es decir,
pdy — qdx = 0,

pero de (5) determinamos:

dx
— dy = pdy
dt '

es decir  pdy —qdx ="0"
dy : : .
— dr = qdx

at
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que coincide con la anterior, luego vemos que «basta determinar la pro-
yeccion sobre el plano z o y de las trayectorias ortogonales de z = f(z ,
y,a) + b para obtener todas las trayectorias del punto material para
un valor determinado de la constante de las fuerzas vivas h».

2.0 La «integral general» se deducira.expresando una de las cons-
tantes que intervienen en la integral completa como funcién arbitraria
de la otra y eliminando ésta, entre la integral completa y la ecuacion
que se obtiene tomando su derivada parcial respecto de la constante.
Es decir, si'b = ¢(a), eliminaremos a entre las ecuaciones

z = f(m,y} a) + o{a)
Sf "

= — + ¢la) \
da /

9)

La solucién obtenida serd una funciéon z = 6(x, y) sin las constan-
tes de integracion a y b, y las trayectorias ortogonales a las curvas
6(z , y) = Cte seran las trayectorias del moévil, como en el caso anterlor,
obteméndose una sola familia de trayectorias. Pero:

3f A
— + 9(a) =0
da
no son otra cosa que todas las trayectorias ortogonales. En efecto: la
ecuacion (6) teniendo en cuenta la primera de las (9) podemos escri-

birla asi: ’

AN R At

(——-) + (-—-——) = 2(U + h) (10)
3z 3y

y derivandola parmalmente respecto a a, puesto que f(x,y,a) la con-
tiene, tendremos

of 8“/ S . ¥f

3z  dxda 3y Syb‘a

que no es otra que la condiciéon de ortogonalidad de las curvas
flz,y,a) + ¢(a) = constante

Sf .
— + ¢la) =0
3a

Por tanto, conocida la integral general z = f(x,y, a) + ¢(a) la
ecuacion que nos da todas las trayectorias del movil en el plano z o y,
viene dada por:

81‘

— + ola) =0
da

en donde daremos a la constante a todos los valores posibles.
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Ahora bien, la expresion (11), teniendo en cuenta la (b) serd equi-

valente a:
3f dz 8f dy

c— + =0
dzda di Syda dti
d [ f 3f . :
o bien —|—] =0 ,, — = a = — ¢(a) que nos confirma la
di \ 3a da

anterior.
~ En fin, si derivamos parcialmente respecto a h, la expresion (10):

8 8 df 8%

dr 3hdz dy 3hdy

o lo que es lo mismo
3 dx 3 dy

—_— —_— l
Shdx dt  Shdy dx
~de donde
)
— —} =1
dt 3h
y de aqui
of
— =t—
3h

en donde v designa una constante arbitraria.

3.0 La «integral singular» se obtiene eliminando las dos constantes
de integracion entre la integral completa y las ecuaciones que se dedu-
cen derivando parcialmente respecto a las dos constantes, pero en este
caso, como yé hemos indicado anteriormente, s6lo.obtenemos una fami-
lia de trayectorias del movil.

En resumen, si se quiere determinar el movimiento definido por
las ecuaciones

dx 3U dty 38U

di oz di? 3y

se considera la ecuacion entre derivadas parciales

8F\* [8F\*
(——) + (—) =2(U + h)
dr 3y

y toda integral de esta ecuacién, igualada a una constante, dara una
familia de curvas cuyas trayectorias ortogonales serdn las trayectorias
del movil, correspondientes a un valor determinado de la constante
de las fuerzas vivas h, es decir, las que se obtendrian integrando la
ecuacion: ' ‘
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3F 3F
—dr——dy = O | ) (12-1)
3y 3z |

y se determinara la ley del movimiento integrando las ecuaciones

dzt SF dy sF

dt s dt sy

Pero si se conoce una integral de la ecuacién entre derivadas par-
ciales que contenga una constante a bajo la forma f(z, y, a) o f(z, y, a) +
+ ¢(a) se tendran las ecuaciones finitas de la trayectoria y del tiempo
por las féormulas

3f
—_— = a’ -
da
(12-2)
3f
— =1t—n"
3h

La interpretacion geométrica de este método consiste en formar
sistemas ortogonales, de los cuales una de las familias estd compuesta
por las diferentes trayectorias del moévil, correspondientes a un mismo
valor de la constante, de las fuerzas vivas, y haciendo entrar en juego
todas las condiciones iniciales, determinariamos la trayectorla dnica
del movil para dichas condiciones.

- Veamos un par de ejemplos, para aclarar los anteriores conceptos:

1.0 Determinar las trayectorias de un punto material pesado de
masa unidad, sometido unicamente a la accién de su peso, lanzado
desde el origen de coordenadas con una velocidad inicial v, que forma
un angulo « con la horizontal. .

La funcion de fuerzas sera U = — gy, y, por consiguiente, la integral
de las fuerzas vivas

2 + y* = 2(h — gy)

Uo?
con h = —, y la ecuacién entre derivadas parciales (6)
2

§F\? [3F\? A
(—) + (—) = 2(h — gy)
3z 3y

p? + ¢* = 2(h — gy) (13)

o bien



de donde: .
dz  dy dz. —dp,  —dg

p 9 p+e 0 g

Y, por lo tanto, p = a, sera una una integral primera que teniendo en
cuenta (13) nos dara

q = 12(h —gy) — @
es decir, que
dz = pdz + qdy = adz + }2(h — gy) — a® dy
que integrada
— 1 .

z = ar + ——[2(h — gy) — a?]
39

3
2

con lo que la funeién f(z, y, a) sera .
1 :

3
f(z, y, a) = ax — — [(h — gy) — a*]2
3y

y finalmente, teniendo en cuenta las (12-2)

3f a —12-
——=w+——~[2(h——gy)—a“‘J =a

3a g

| 1 (12-3)
Sf 1 3

—_——= — —[2(h-—gy)-——a’] =l—x
3h g

La primera nos dard la ecuacion de la trayectoria, y la segunda la
ordenada en funcién del tiempo, que facilmente pueden ponerse bajo la
forma clasica.

.En efecto, de (12-3)
9} — a’')* = a*2h — 2y — a?)
gt — ) = 2h — 29y — a?
dy

gw—a) = —2y—
dzr

y para las condiciones iniciales

dy . -
z=y=0 |, (—)=tagu 5 2h = v,
dzx [,


file:///dxlo
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es facil deducir:

a = Uy COS &
Uo? sen 2u
a’'=
29
Up Sen o
T =
g

que sustituidas en las (12-3) nos dan finalménte

J— ng
y=——#— 4 ztag «
20,2 cOS2 ’

gt*
y=— — (v, sen a)t
2

que coinciden con las que pueden encontrarse en cualquier tratado de
Mecanica, ecuaciones que son la «inica» solucién para las condiciones
inciales dadas, y, en cambio, las (12-3) representan «todas» las trayec-
torias y leyes posibles del movimiento, para un valor determinado de
la constante de las fuerzas vivas h.

2.9 Supongamos ahora un punto sometido a la aeccion de una
fuerza atractiva inversamente proporcional al cubo de la distancia

. : w
f(r) = —, es decir, que derivara de la funcién de fuerzas pyry con lo
rs h . rﬁ .

que la integral de las fuerzas vivas podremos escribirla

() () = 6

y, por tanto, segun (7)

s op
p*+4q 2h =0
re :

Pero para la integracién de esta ecuacién no existe dificultad alguna
en ponerla en coordenadas polares mediante el conocido cambio

Q
p=Pcos 6 ——sen 6
r

Q
q=Psen6 + — cos 0
r
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. 8z 8z -
en donde P = — , QO = —, con lo que la ecuacion entre derivadas

dr
parciales sera:
P2r2 + Q —2hr: — p =0
y el sistema de las bandas caracteristicas

dr do —dpP — dQ

2Pr* - 20 2P2%r — 4hr 0

¥, por tanto,

Q=a ,
| = - Ohr (. — a2

P—_ l/m) dz=Pdr4+Qdo=(1/r) J 2hr2+(u a?)dr+ad®

r

que deberemos integrar. Supongamos p<a? entonces:
V2hr: & p— a?

Jar—u

z=a® + J2hr? + (@ — a®) — | a®* — p arco tag

¥ como consecuencia de (12-2) la ecuacion de la trayectoria sera:

3z a V 2hrt — (a? — )
— = 0 + ——— arco tag — =a’
. da. Jar—u ) a® — u
Var—u 2hr®
—— (@’ — 6) = arco tag |/ —— — 1
a . a? — u
2hre Ve — u 1
e | b — B
— m
cos? [l/l ——(a" — 0)]
a2




o bien:

1 2h -
g = l/m-—cos(l/l-— w/az ® 4 ¢) -

a® — u

y en definitiva

u = A cos (Kb + ¢)

~ g
en donde A y { son constantes de integracion iguales a \/ —_—y
a? — u

— — Va®* — ., respectivamente.
a ,

Para obtener la ley del movimiento tendriamos que haber calculado

3z
——, como hicimos en el ejemplo anterior.
- sh

Supongamos ahora que p>a? Podriamos seguir el mismo procedi-
miento anterior, pero vamos ahora a utilizar la ecuacion diferencial (12-1).
Puesto que como en el caso anterior

Q=ua dr do
P—(Ur) 2 T (w—a | P Q
tendremos:
dr do

r) 2nrt £+ (p — a?) a

que integrada nos dara directamente, como hemos visto, la ecuacién de
la trayectoria. ’

En efecto:.. -
/ dr 1 Verr® + y—a*— ) p— a2
Jr)Rhrt +(p—a?)  Ju—a? r
. LL -— a% lJ' —_— az
| Ve el
Ly2r . 1 / 2h 2h
= J— L p—

Ve—a [u—a r
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L 2h 1 r
= ————— ——— arg cosech ————
Jp—a Jup—a w— a

/
- V=

Yy como consecuencia:

o 0—a’ o ) r
LV2 —|———) Ve —a* = arg cosech —

“ Vi

es decir:

y.—-a" y' L a/ .
r= — cosech [—\/—-—-———~16+L|/2h+-——]/y.—a2]
2h a? a

y, finalmente,

1 v
_.._—_u=Asenh(l/—-—lﬂ+s) o bien | u= A senh (x6 + ¢)
r . a?

en donde A y ¢ son, como antes, dos constantes de integracién igua-

2h o a’ -
lesa: — 1/——-— y -— (L} 2 + — | » — a?), respectivamente.
w — a? a ) '

Por tltimo, en el caso de p = a?, tendremos:

Q=a
. P =12
y la ecuacion diferencial de las trayectoriasi
dr do
V2R re B a
que integrada nos da
/ —1 0—a’
V2 r B a

y de aqui




de donde

1
— =u = A6 + =
r

con A y ¢ constantes de integracion como en los casos anteriores.
=
<
el nombre de «espirales de Cotes», de las cuales la ultima es la «espiral
reciproca»s, estudiadas por R. Cotes en su Harmonia Mensurarum,
parrafos 31-98, y por Newton en Principia, libro 1, parrafo 2, prop. ix.

Estas curvas correspondientes a los casos w2 a2son conocidas con



